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Cuvant-Tnainte

Colectia ,,Matematica de excelentda pentru concursuri, olimpiade si centre de
excelentd” contine sase volume pentru liceu, destinate fiecarui an de studiu, si se
adreseaza tuturor pasionatilor de matematica, de orice varsta. Ea vine sa umple un gol
care existd de ani de zile, cu toata inflatia de publicatii matematice din ultima vreme.
Demersul nostru aduce imbunatatiri substantiale ciclului de manuale pentru grupele de
performantd pe care le-am elaborat in anul 2003, in cadrul unui colectiv care a mate-
rializat un proiect finantat din fonduri europene. Temele abordate in céartile actuale
trateaza atat cunostintele din programele scolare, necesare elevilor pentru reusita la
examenele de admitere la cele mai prestigioase universitéti din fara si de peste hotare,
cat si pe toate cele prezente in programa elaboratd de minister pentru pregatirea olim-
piadelor judetene si nationale de matematica. In plus, in multe dintre capitole existi si
paragrafe sau probleme care pot fi utilizate cu succes si de catre elevii care se prega-
tesc pentru concursurile internationale de matematica. De aceea, aceasta colectie
reprezintd un adevarat indrumar pentru elevii si profesorii care activeaza in cadrul cen-
trelor de excelentd, atat prin continuturi, cat si prin modalitatea de prezentare. Vasti-
tatea informatiilor pe care le-am considerat necesare unei pregatiri de excelentd,
precum si relativa independentd a unora dintre temele alese, ne-au facut ca la clasele
a Xl-a si a XII-a si elaboram cate doua carti distincte: Algebra si Analiza matematica.

Materialul suplimentar este prezentat complet din punct de vedere teoretic si este
urmat de multe exemple, probleme (grupate, dupa dificultate, in doua categorii) si
teste de evaluare, care ilustreaza notiunile si tehnicile de lucru abordate si il conduc pe
cititor spre o mai buna intelegere si incadrare in sistem a cunostintelor pe care le are
din manualele scolare. Speram ca testele initiale, prezente la inceputul fiecarei carti,
precum si cele finale sé fie utile pentru o evaluare cit mai exacta a progresului ele-
vilor. Mai mult decat atat, prin frumusetea problemelor alese (unele dintre ele sunt
adevarate bijuterii matematice), prin ingeniozitatea abordarilor, prin explicatiile si co-
mentariile detaliate pe marginea acestora, sperdm ca aceste carti s contribuie la con-
solidarea unei gandiri matematice creative a tinerilor cititori, care sa treacd dincolo de
sabloane.

Dorim ca aceastd colectie sd reprezinte o adevaratd pledoarie pentru
MATEMATICA.

Autorii
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CAPITOLUL 1. FUNCTII PRIMITIVABILE

Conceptul de primitiva a aparut in stiintd din nevoia de a cerceta comportarea glo-
bala a fenomenelor naturale descrise de unele functii avand variatie locala cunoscuta.

Problemele concrete de fizica, chimie, biologie, geometrie — mai ales acelea care
admit o modelare diferentiald — au impulsionat conturarea treptatd a notiunii de
primitiva si de integrald definita.

1.1. Definitie. Fie J < R un interval neredus la un singur punct (J e interval

nedegenerat). O functie F': J — R se numeste primitiva pe J a unei functii f: J > R
dacd F este derivabild pe J si F'(x)= f(x) pentru orice x € J. Cand punctul x din
aceastd definitie este o extremitate a lui J, prin F’(x) se noteazi derivata laterald a lui
F in punctul x.

Se spune ca o functie f: J — R admite primitive pe J (f este primitivabila pe J sau f

este o derivatd) daca existd o primitiva a lui f'pe J.
Notiunea de primitiva a fost introdusa de I. Newton (1665) sub denumirea de fluenta.

1.2. Observatie. Notdm in continuare cu P(J) mulfimea tuturor functiilor primiti-
vabile pe J, cu C(J) mulfimea tuturor functiilor continue pe J si cu D,(J) multimea
tuturor functiilor ce au proprietatea lui Darboux pe J, J fiind un interval nedegenerat
din R.

Notam in continuare cu J un interval nedegenerat din R.

1.3. Propozitie. Daca functia /: / — R admite o primitiva F pe J, atunci restrictia lui

F la orice interval nedegenerat / — J este o primitiva a restrictiei lui f'la /.

1.4. Propozitie. Daca F si G sunt doud primitive ale aceleiasi functii f: J — R, atunci

exista k € R astfel incat
Fx)-Gx)=k,VxeJ

1.5. Teorema. Daca functia f este continud pe intervalul nedegenerat J, atunci f are
primitive pe J.

1.6. Observatie. Din teorema anterioara rezultd cd C(J) < P(J). Facem precizarea
ca relatia P(J) < C(J) nu este in general adevarata, dupa cum se va putea observa

din exemplul urmator. Teorema anterioard se mai numeste si teorema fundamentala a
calculului diferential si integral.
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CAPITOLUL 2. CRITERII DE INTEGRABILITATE

I. FUNCTII INTEGRABILE

Amintim cateva rezultate teoretice referitoare la functiile integrabile.
Fie a,pbe R, cua<b,iar f:[a,b] > Ro funcie data.

2.1. Definitie. Se numeste diviziune a intervalului [a, b] orice sistem ordonat
A= (xo,xl,...,xn 1»X ) de n+1 puncte cu proprietatea ca:

a=x,<x, <..<x,=b.
Dacd A=(X,,X,....X,,%,) este o diviziune a intervalului [a, b], atunci numarul
|A]| = max{x, —x,,x, = x,,....x, —x,,} se numeste norma diviziunii A. Notim cu

n

Dla, b] multimea tuturor diviziunilor intervalului [a, b].

2.2. Definitie. Fie A = (x,,X,,...,x, ;,x,) € Dla, b], £E=(E,,&,,....&, ) un sistem de

puncte intermediare, unde x, , <& <x,,i=1n.
Numarul real o(f,§)= Z F(&)(x,—x_;) se numeste suma Riemann asociatd func-

tiei £, diviziunii A si punctelor intermediare &, ¢&,,...,§, .

2.3. Definitie. Functia f :[a,b] — R se numeste integrabila Riemann pe intervalul
[a, b], dacd pentru orice sir de diviziuni A = (xg,xl",...,xzn) ,ne N, ale intervalului

[a, b], cu 1im||An||:O si pentru orice alegere a punctelor intermediare &,

x', &< x!",1<i<k,, sirul sumelor Riemann (G A ( f ,&:’)) este convergent la
" nzl

acelagi numar /,. Numarul real /, se numeste integrala definitd a functiei f pe

intervalul [a, b] si se noteaza J f(x)dx . Asadar, hmG f & I f(x)dx .

2.4. Teorema. Daca functia f: [a,b] — R este integrabila Riemann pe [a, b], atunci

functia f este marginita.

2.5. Consecinti. O functie care nu este marginitd pe [a, b] nu este integrabila pe
[a, b].
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CAPITOLUL 6. TEHNICI DE CALCUL
AL UNOR INTEGRALE

In acest capitol vom pune in evidentd cateva dintre tehnicile mai des intalnite
pentru calculul unor primitive si integrale definite. Acestea se bazeaza pe urmatoarele
teoreme.

6.1. Teorema (Metoda integrarii prin parti). Dacd f, g : I — R sunt functii deri-

vabile cu derivatele continue pe intervalul /, atunci:
a) functiile /- g, /- g, f- g'admit primitive si

[£(0)g'(x) dx = £ (0)g(x) - [ £ ()g(x) dx;
b) [ /() g0y de=fg). - [ £ (x)g(x) dx

6.2. Teorema (Prima metoda de schimbare de variabila pentru primitive)
Fie I, J intervale. Daca:
a) ¢ : [ — J este derivabila;

b) & : J — R admite primitiva H,
atunci functia (4 o @) - @' : I — R admite primitive pe / si
[r(0(x))- ¢'(x) dx = H(o(x))+C.

6.3. Teorema (Prima metoda de schimbare de variabila pentru integrala definita)
Fiea, b € R, a <b. Daca:

a) ¢ : [a, b] — J este derivabila cu ¢’ continua pe [a, b] ;

b) f: J — R este continua pe J,

atunci

[ (0)- 0@y ar=["" r(x)ax.

6.4. Teorema (A doua metoda de schimbare de variabila pentru primitive)
Fie I si J doua intervale din R, iar f: / — R si ¢ : J — [ doua functii. Daca:
a) functia @ este bijectiva, derivabila si ¢’(x) #0, V x € J,
b) functia & = (f'o @) - ¢’ admite primitive pe J,
atunci functia f admite primitive si
J‘f(x)dx=Ho(p’1 +C,

unde H este o primitiva pentru 4.

152 I Matematica de excelenta



TESTE FINALE

TestuL F.1

F.1.1. Fie f: [0, 1] = R o functie derivabila astfel incat j;f(x) dx = I;xf(x) dx =0.
Aritati cd ecuatia f”(x) = 0 are cel putin o solutie in intervalul (0, 1).

Cezar Lupu, Gazeta Matematica 5/2011

F.1.2. Decideti daca exista functii f: R — R cu primitiva F' : R — R care sa verifice

una dintre conditiile:
a) F(f(x))=2x",Vxe R;

b) F(f(x))=3x",Vxe R
Vasile Pop

F.1.3.Fie a, b € R, a < b. Aratati ca orice functie bijectivad f : [a, b] = R nu are
primitive i nu e integrabila.

F.14.Fie f: [0, 2n] —» R o functie continud, descrescitoare, cu f(m) = 0 si F o
primitiva a sa. Aratati ca I;nF(x) -cosx dx<0.

Cristinel Mortici
TesTUL F.2

F.2.1. Fie functia continua f: [0, 1] — [0, 1]. Aratati cd ecuatia 2x—1= J‘OV f(¢)dt are

o unica solutie in intervalul [0, 1].

F.2.2. Fie f: [0, 1] = R o functie derivabila cu derivata continua astfel incat:

FC+ £ <2 f(Jxoy),x, € [0, 1] Ardtati ca f(1)—fe)sj0\/§-f’(x)dx.
Mihaly Bencze

F.2.3. Fie functia f: R — R ce satisface conditiile:
a) fo f'are primitive;

b) | f(x)- fW)|=|x=y|,x,ye R

Aratati ca f'admite primitive pe R.
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