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Cuvant-inainte

Colectia ,,Matematicd de excelentd pentru concursuri, olimpiade si centre de
excelentd” contine sase volume pentru liceu, destinate fiecarui an de studiu, si se
adreseaza tuturor pasionatilor de matematica, de orice varsta. Ea vine sa umple un gol
care existd de ani de zile, cu toatd inflatia de publicatii matematice din ultima vreme.
Demersul nostru aduce imbunatatiri substantiale ciclului de manuale pentru grupele de
performantd pe care le-am elaborat in anul 2003, in cadrul unui colectiv care a
materializat un proiect finantat din fonduri europene. Temele abordate in cartile
actuale trateaza atat cunostintele din programele scolare, necesare elevilor pentru
reusita la examenele de admitere la cele mai prestigioase universitati din tara si de
peste hotare, cat si pe toate cele prezente in programa elaboratd de minister pentru
pregitirea olimpiadelor judetene si nationale de matematica. in plus, in multe dintre
capitole existd si paragrafe sau probleme care pot fi utilizate cu succes si de cétre
elevii care se pregitesc pentru concursurile internationale de matematica. De aceea,
aceastd colectie reprezinta un adevarat indrumar pentru elevii si profesorii care
activeaza in cadrul centrelor de excelentd, atat prin continuturi cat si prin modalitatea
de prezentare. Vastitatea informatiilor pe care le-am considerat necesare unei pregatiri
de excelengd, precum si relativa independenta a unora dintre temele alese, ne-au facut
ca la clasele a XI-a si a XII-a sa elaboram cate doud carti distincte: Algebra si Analiza
matematicd.

Materialul suplimentar este prezentat complet din punct de vedere teoretic si este
urmat de multe exemple, probleme (grupate, dupa dificultate, in doua categorii) si
teste de evaluare, care ilustreaza notiunile si tehnicile de lucru abordate si il conduc pe
cititor spre o mai buna intelegere si incadrare in sistem a cunostintelor pe care le are
din manualele scolare. Sperdm ca testele initiale, prezente la Inceputul fiecarei carti,
precum si cele finale, sa fie utile pentru o evaluare cat mai exactd a progresului
elevilor. Mai mult decat atat, prin frumusetea problemelor alese (unele dintre ele sunt
adevarate bijuterii matematice), prin ingeniozitatea abordarilor, prin explicatiile si
comentariile detaliate pe marginea acestora, speram ca aceste carti sd contribuie la
consolidarea unei gandiri matematice creative a tinerilor cititori, care s treacad dincolo
de sabloane.

Dorim ca aceastd colectie sd reprezinte o adevaratd pledoarie pentru
MATEMATICA.

Autorii
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CAPITOLUL 1. ORDINUL UNUI ELEMENT AL UNUI GRUP

Conceptul modern de grup abstract s-a dezvoltat incepand cu secolul al XIX-lea,
pornind de la cercetdrile matematicianului francez Evariste Galois, care a dat un
criteriu pentru existenta solutiilor unei anume ecuatii polinomiale in termeni de grup
de simetrie al radacinilor polinomului. Elementele grupului lui Galois corespund unor
anumite permutari ale radacinilor polinomului. Notiunile legate de grupuri si de struc-
turile algebrice s-au Tmbogatit datoritd aplicabilitatii lor in domenii dintre cele mai
variate, atdt matematice, cat i nematematice (in teoria relativitatii restranse din fizica,
in fenomene de simetrie din chimia moleculard, in teoria numerelor, in geometria
clasicd, in cea hiperbolica si In cea proiectiva, printre altele) si au ajuns si ajute la dez-
voltarea domeniilor respective. Aceasta, datorita faptului cd o organizare coerentd a
proprietatilor unor legi de compozitie interne (operatii algebrice), fara sa tinem seama
de caracteristicile specifice ale operatiilor si de natura concretd a multimilor pe care
sunt definite, permite utilizarea lor intr-o maniera flexibila si evidentierea acelor pro-
prietdti general valabile care le valorifica potentialul si particularitatile.

In teoria grupurilor, un rol important il joaci ordinul unui element al unui grup si
proprietatile pe care acesta le genereaza. Le vom evidentia in continuare pe cele mai
importante.

Consideram cunoscute notiunile fundamentale studiate in liceu (grup, subgrup,
morfisme de grupuri). In cele ce urmeazi, G este o multime nevida, care are structurd
de grup in raport cu o lege de compozitie notata multiplicativ. Ordinul grupului G,

notat cu ord(G) sau cu |G| , este egal cu numarul elementelor grupului G, daca G are

un numar finit de elemente §i este egal cu +eo, dacd G are o infinitate de elemente.

1.1. Propozitie. Fie (G,) ungrupsi X o submultime nevidi a sa.
Notam (X)zﬂ{H|XgH,Hsubgrup al lui G} .

Atunci, (<X >, ) este un subgrup al lui G (numit subgrupul generat de mulfimea X ).

1.2. Observatie.
a) <X > este cel mai mic subgrup (in raport cu relatia de ordine ,,c ”) al lui G, care

contine multimea X .

b) (X):{ aeG|IneN', Ix,%,.... x,€ G, Ik, ky, ...k, € Z, a=x -2 ~...~x"n} :

n

adica subgrupul generat de X este multimea tuturor produselor finite de puteri intregi
ale elementelor multimii.

¢) Daca xe G, atunci subgrupul generat de elementul x este <x> ={xk ‘ke Z} .
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CAPITOLUL 2. APLICATII ALE TEOREMELOR LUI LAGRANGE
SI CAUCHY

Teoremele lui Lagrange si Cauchy sunt doua dintre cele mai importante teoreme de
teoria grupurilor. Cu ajutorul lor vom afla, In prima parte a capitolului, mai multe
informatii despre ordinele elementelor §i subgrupurilor unui grup oarecare, nu
neapdrat comutativ. In cea de-a doua parte a capitolului, vom revedea teoremele lui
Euler, Fermat si Wilson, Intalnite anterior ca instrumente puternice de lucru in teoria
numerelor. Le vom demonstra, folosind limbajul structurilor algebrice, si le vom
aplica apoi 1n probleme de concurs dintre cele mai variate.

2.1. TEOREMELE LUI LAGRANGE $I CAUCHY iN TEORIA GRUPURILOR

2.1.1. Definitie. Fie H un subgrup al grupului (G,-). Se definesc relatiile de
echivalentd p,;,py; (la stinga, respectiv la dreapta) pe G, dupd cum urmeaza:
xpyy & x'yeH si xpyy e wwleH.

Multimile xH si Hx se numesc clasa de echivalentad la stanga, respectiv la dreapta
alui x Inraportcu H , deoarece:

vexH & dheH, y=xh & x_lyeH S xpy y
si yeHx & 3heH, y=hx & y'eH < xpy y
Multimile G/py ={H,xH,yH,...} si G/py ={H, Hx, Hy,...} se numesc

multimile claselor de echivalentd la stanga, respectiv la dreapta in raport cu H .
Multimea / € G se numeste sistem de reprezentanti pentru py daca I este formatad

din cate un reprezentant al fiecarei clase de echivalenta.

2.1.2. Observatii.
1) Ca de obicei, dacid (G, ) este un semigrup (adicd operatia este o lege de compozitie

asociativa pe G), H=#OJ este o submultime a lui G si ae G, am notat
aH ={ah|he H}cG si Ha={ha|lhe H]cG.

2) Functia /:G/py > G/pYy , f(xH)sz_1 este bijectiva, iar
not
|G/ py|=|G/pYy|=[G:H]

si se numeste indicele subgrupului H in grupul G .
3) xHNnyH #Q0 & xH =yH .

Intr-adevar, daci ae xH nyH , atunci 34y, hy € H , astfel incat a = xh = yh, .

Atunci, x = yhh ' si cum hyh 'e H ,rezulticd xe yH , asadar xH C yH .
Incluziunea cealalta se demonstreaza analog.
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CAPITOLUL 6. INELE

Consideram cunoscute toate notiunile si proprietatile referitoare la inele si corpuri
din programa scolara. Inelele cu care vom lucra sunt peste tot in aceastd carte, ca in
materia de liceu, inele unitare, iar morfismele de inele (si corpuri) sunt morfisme
unitare de inele (corpuri) unitare. Elementele neutre fatd de adunare, respectiv

inmultire ale inelului (4, +,-) sunt notate, ca de obicei, cu 0, respectiv 1.

CENTRUL UNUI INEL

Multe din problemele de concurs cu structuri algebrice contin conditii ce asigura
comutativitatea unui grup sau a unui inel. Deseori, notiunile de centru al unui grup si
centru al unui inel sunt instrumente eficiente de Iucru in cazul unor astfel de probleme.

6.1. Definitie. Fie inelul (4,+,). Multimea Z(A)={xe A|x-y:y~x,‘v’ye A}
se numeste centrul inelului A .

6.2. Observatie. Fic inelul (4,+,).

a) Z(4)=D (le z(4)).

b) Notdnd k=k-1=1+1+...+1le 4 pentru ke N" si k=k-1=—(—k)e A pentru

k ori

keZ_, avemca VkeZ, ke Z(4).

¢) Inelul (A, +, ) este comutativ < A= Z(A) .

6.3. Propozitie. Fie inelul (A4,+,-). Atunci:

a) Centrul Z(A) al inelului este un subgrup al grupului aditiv (A4, +).

b) Fie inelul (B,+,-). Atunci, daca A=B, avem Z(A4)=Z(B).

¢) Daca 4 este comutativ, atunci Z (M, (4))={a-I,|ae 4} si 4=2Z(M,(4)).

6.4. Definitie. Fic inelul (4,+,-). Spunem cd ae€ A4 este nilpotent, daca existd

pe N*, astfel incat a? =0.

6.5. Lemi. Fie corpul comutativ (K,+,-) , meN" si 4e M, (K) o matrice

nilpotenta. Atunci 4" =0,,.
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TESTE FINALE
TesTuL F.1

F.1.1.Fie (G,-) un grup cu un numdr impar de elemente si H <G, H#G un
subgrup al sdu. Aratati ca:
a) ae H daca si numai daca a’e H;
b) exista ae G\H si be G\ H astfel incat a-be G\ H .
Marian Andronache

F.1.2. Se stie ca intr-un grup cu n elemente existd doud elemente avand ordinele p,

respectiv ¢, cu p,q>2 si (p,q)=1. Determinati n astfel incdt p+g=n-—1.

F.1.3. Fie R un inel si numarul natural n»>2 . Presupunem cd V xe R, x" =x.

Aratatica Vx,yeR, x-y" T =y"1.x.
Concurs ,, Vojtech Jarnik”, 2001

TesTUL F.2

F.2.1. Fie (G,-) un grup finit necomutativ si A un subgrup propriu al sau cu proprie-

tatea ca toate elementele din G\ H au ordinul 2. Aratati ca:
a) H este comutativ;

b) |G|=2-|H]|.
F.2.2.Fie feZ[X] astfel incat £(0), £ (1), £(2), f(3) sunt distincte modulo 4.

Aritatica f(0), f(1),..., £(7) sunt distincte modulo 8.

Vasile Pop,
(adaptare Putnam)

F.2.3. Fie (G,-) un grup finit in care mulfimile C(a)={xe G |a-x=x-a} au acelasi
cardinal, pentru orice a€ G \{e}. Demonstrati ca grupul este abelian.

Marian Andronache,
Gazeta Matematica 11 /2013

TestuL F.3
F.3.1.Fie (G,-) ungrup si Mc G, M #Q, M #G . Demonstrati ci pentru orice
ae G,existd be G astfel incat a¢ {b-y |ye M}.
F.3.2. Fie (G,) un grup de ordin p”, unde me N* si p este un numar prim. Aratati

ca numarul elementelor centrului sau este un multiplu nenul al lui p .
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