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Prefata

Aceastd noud lucrare incheie un ciclu, fiind continuarea fireascda a celor pentru primele trei
clase de liceu si, asa cum poate se citeste printre randuri, a fost scrisa cu suflet si truda, din dorinta
de a oferi tuturor elevilor de clasa a XII-a (si nu numai), o colectie de probleme si exercitii utile.
Acestea au constituit in ultimii 28 de ani subiecte la lucrari scrise, chestiuni mai simple sau un pic
mai problematice in incercarile la tabla, toate propuse elevilor lor de citre autori. in mare masura,
cartea este de fapt o culegere de autor, asemenea multora pe care le au unii dintre colegi in geanta,
prin dosare si caiete muncite cu atitea generatii.

Majoritatea problemelor au raspunsuri sau idei, sau chiar solutii detaliate, acolo unde am
considerat ca este cazul. Invitam elevii sa consulte rezolvarile, aceasta evident dupa ce au incercat
singuri lupta cu chestiunile propuse, macar pentru verificare sau pentru a gasi noi idei.

Revenind la resorturile intime care au dus la redactarea acestei lucrari, credem cd nu gresim
dacd reamintim tuturor ca, aproape zilnic, trebuie s ,,rezolvam o problema”, sa luam cel putin o
decizie. A gasi solutia, calea cea buna, insecamna a gandi. Matematica scolard ar trebui astfel, in
primul rand, sd invete tinerii sd gindeasca. Nu in ultimul rand, frumusetea rationamentului
matematic, tehnicile specifice de lucru ar trebui sa deschida larg poarta spre diverse domenii ale
stiintei, spre artd si viata cotidiana. Elevii, si nu numai ei, trebuie si simtd cid matematica si
comorile ei le sunt si le vor fi utile azi si mai ales miine; evident, asta nu e deloc usor realizabil,
mai ales ca, fatd de alte discipline, matematica este, vrem, nu vrem, mai abstractd. Am incercat
totusi sd pastram un echilibru intre notiuni si aplicatii, din dorinta si necesitatea de a prezenta, pe
cat posibil, o matematicd mai atractivd. Apropierea orelor de matematica de tot ceea ce ne
inconjoard, de viata de zi cu zi, nu credem cd e posibild permanent §i continuu; poate mai
important e sa facem orele placute si atractive prin atmosfera creatd, prin caldura transmisa, prin
cultivarea dialogului, prin crearea unor situatii afective pozitive.

Trebuie sa subliniem ca prezenta culegere se adreseazd tuturor elevilor de clasa a Xll-a,
aproape indiferent de profil si filiera. Nivelul de aptitudini, cunostinte si tehnici diferd de la o clasa
la alta, de la un colectiv la altul; credem ca rolul profesorului este si acela de a selecta ceea ce este
potrivit pentru elevii sdi, fara improvizatii, pregatind cu atentie si rigoare orice lectie.

Veti remarca probabil cé (la cererea publicului spectator si cateodatd performer pe scena: elev,
profesor...) am renuntat la cate ceva si am inserat §i cateva (destule credem) modele de teste tip
bacalaureat. (Daca ar fi dupa noi, am mai spus-o, am oferi candidatilor, la examen, o listd cu, sa
zicem, 20 de formule... Ne intereseaza cum stiu sd opereze cu ele, nu sa le aiba stocate in memorie,
chinuindu-i... Dupa ce vor pleca de pe bancile liceului, aplecati asupra oricarei profesii, elevii vor
cam avea acces la o baza de date imensa... Ideea e sa 1i invatam cum sa o foloseasca.)

Multumim tuturor colegilor si prietenilor care, intr-un fel sau altul, ne-au ajutat si sustinut in
demersul personal didactic in timp si, nu in ultimul rdnd, elevilor nostri, care au intrebat, au
rezolvat, au corectat, au sugerat.

Evident, ca orice incercare omeneasca, cartea este perfectibild. Asteptam asadar sugestii,
observatii, comentarii binevoitoare.

Autorii



CAPITOLUL I. ELEMENTE DE ALGEBRA

1.1. Grupuri
1.1.1. Legi de compozitie

Breviar teoretic

e Lege de compozitie interni (operatie algebrici)

Daca M este o mulfime nevidd, atunci se numeste lege de compozitie (internd) pe
M orice functie f: M x M — M ; daca (pentru usurinta scrierii) in locul lui f se alege
un simbol, de exemplu ,,*”, atunci aceasta este lege de compozitie (internd) pe M daca
pentru orice doud elemente x si y ale multimii M avem ca si x* y este tot un element al
multimii M. Formalizat, aceasta se traduce prin: Vx,ye M = x*ye M.

o Remarca: Se mai spune, in aceste conditii, cd operatia ,,*” este lege de compozitie pe
multimea M.

o Observatie: Pentru a arita ca o lege nu este interna, e suficient sa gasim doud elemente
X,y € M pentru care x*y ¢ M.

o H c M #J este parte stabili a lui M in raport cu legea ,, *” daca:
1) H#J;
2) Vx,ye H=>x*yeH.

e Tabla unei operatii
Daci ,,*” este o lege de compozitie pe o multime finitd M ={ay,a,,...,a, | si numarul

elementelor acesteia este suficient de mic, se poate alcatui un tabel al compunerii oricaror
doua elemente:

* a; Ay | e a,

al al * al al * a2 ................ al *® an
@G | mFra | *ay a *ay
a, a, *a a, *a, a, * a,

e Proprietiti ale legilor de compozitie

Daca ,,*” este o lege de compozitie pe M # <, atunci:

O legea este asociativa daca x*(y*z)=(x*y)*z, Vx,y,ze M

o legea este comutativa daca x*y=y#*x, Vx,ye M

o legea are (admite) element neutru dacd Je € M astfel incat x*e=e*x=x, Vxe M



o daca legea admite si element neutru, notat cu e, atunci un element x € M se numeste

simetrizabil daci 3x’ € M astfel incat x*x' =x' *xx=¢

o Observatia 1: Daca ,,*” este o lege de compozitie asociativd pe M si daca ,,*” este
internd pe H < M, atunci ,,*  este asociativa si pe H (proprietatea de ereditate).

o Observatia 2: Daca ,,*” este o lege de compozitie comutativa pe M si daca ,,*” este
interna pe Hc— M, atunci ,,*” este comutativa si pe H.

o Observatia 3: Daca o lege de compozitie ,,*” are elementul neutru e pe M =, atunci
e este unicul cu aceasta proprietate (incercati si demonstrati aceasta afirmatie!).

o Observatia 4: Daca ,,*” are elementul neutru ee M si dacd acest element neutru
apartine lui H — M , atunci e este element neutru pentru legea ,,*” pe H.

o Observatia 5: Daca x admite simetric pe x’ in raport cu legea ,,*” pe M si dacd
x’e Hc M , atunci x’ este simetricul lui x si pe multimea H.

o Observatia 6: Multimea elementelor simetrizabile ale multimii M in raport cu legea de
compozitie ,,*” se noteazd cu U(M).

o Observatia 7: U(M) este parte stabila a lui M in raport cu legea ,,*” si

(x*y)/ zy/ *x/ , Vx,yeUM).
Exercitii si probleme de consolidare

1. Stabilifi care dintre urmatoarele operatii sunt legi de compozitie pe mulfimea M
indicata in fiecare dintre urmatoarele cazuri:

a) adunarea pe M = {Zk lke Z} ; b) adunarea pe M = {Zk +1/ke Z} ;
¢) inmultirea pe M = {2k lke Z} ; d) inmultirea pe M = {Zk +1/ke Z} ;
e) inmultirea pe M = {3k lke Z} ; f) inmultirea pe M = {3k +1/ke Z} .

2. Stabiliti care dintre urmatoarele operatii nu sunt legi de compozitie pe mulfimea M
indicata in fiecare dintre urmatoarele cazuri:

a) adunarea pe M ={5k+1/k € Z} ; b) adunarea pe M = {Sp/p € Z};
¢) adunarea pe M = M, (R); d) inmultirea pe M = M, (R);
e) scddereape M =N; f) adunarea pe M ={7p/peZ}.

3. Din nou: stabiliti care dintre urmatoarele operatii sunt legi de compozitie pe mulfimea
M indicata 1n fiecare dintre urmdtoarele cazuri:

a) inmultirea pe M={5p+1/p EZ};
b) inmultirea pe M = {—1,0,1};

¢) inmultirea pe M, = {k / ke Z*},n e N" fixat;
n



CAPITOLUL II. ELEMENTE DE ANALIZA MATEMATICA

2.1. Primitive
2.1.1. Primitivele unei functii, proprietati

Breviar teoretic

e Fie 7 un interval de numere reale. Spunem ci f:/ > R admite primitiva pe /
(notdm f € P, ) daca existd o functie F':/ — R astfel incat:

a) F este derivabila pe /.

b) F'(x)= f(x), Vx € [; in aceasta situatie, ' se numeste primitiva pe / a functiei /.

o Observatia 1: Daca f admite o primitiva, atunci f admite primitive; orice doud primitive
difera printr-o constanta.

o Observatia 2: Multimea primitivelor functiei f se noteazi j f(x)dx si se numeste
integrala nedefinita a lui /.

o Observatia 3: Daca f:I >R este continud, atunci f admite primitive, iar daca
f:I >R admite primitive, atunci f are proprietatea lui Darboux (si deci nu are
discontinuitati de prima speta).

e Tabel de integrale nedefinite uzuale

a+l

1) [x%dr="—4CVar-1 9)[ dx=tgr+C
a+1 cos? x
X
2) [a*dv= 9y CVazl;
Ina 10) j dx = —ctgx + G
X X Sll’l X
je dc=e +GC

dx = arcsm +‘C

Y [Lav=mji+ 6 1 jﬁ

4) J‘xizdxz_i_f_‘tj 12)j\/7 1n(x+\/x2+a )+C

5) Isinxdx=—cosx+ﬁ' 13) J‘\/i =ln|x+yx* —a*|[+C
6) [cosxdx =sinx+G 14) | > 2dx:2iln Al
—a a |x+a
7) Itgxdx:—ln|cosx|+ﬁ 15)_[ 3 :larctg +G
X +a a

8) Ictgxdx = 1n|sin x| +G
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