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PREFATA

Imi place sa reafirm, ori de céte ori am ocazia, cd Gazeta Matematica este un x)

monument al culturii roméanesti. Nu numai pentru cé apare neintrerupt din 1895 si nici
macar razboaiele mondiale nu i-au oprit prezenta in viata elevilor, dar o plef

intreagd de intelectuali romani, nu neaparat deveniti matematicieni, $i- ut
ucenicia mintii cu problemele Gazetei. &
In anii 1920, succesul national al revistei a ficut ca diriguitorii ei s®pydecizia de a

infiinta un supliment cu exercitii accesibil elevilor cu drag de (natematica. Asa au
aparut primele liste de rezolvitori, fapt care continua si azi.

In 2008, inspirandu-ne din ideea inaintasilor, am Q@at Suplimentul Gazetei
c

Matematice. El s-a vrut un accesoriu pentru elgvii rformante peste medie si

nu neapirat olimpici. In plus, nu am preti s@ problemele sd fie originale;

importanta in Supliment este informatia m

ea a fost excelentd. Cele noud volume,

Iata ca acum, dupa 10 ani, realizérd?
cu problemele din Supliment de evilor din clasele IV-XII, dovedesc acest

lucru. Sunt convins ca V?I ucces si vor fi utile In educatia matematica

romaneasca. Personal am gn nat sentiment de multumire cand aud ca problemele
din Supliment sunt fi yutile si creeaza minti ascutite.

% Prof. univ. dr. Radu Gologan

Presedintele Societatii de Stiinte Matematice din Romdnia



Capitolul |
NUMERE REALE

Breviar teoretic

1. Parte intreaga. Parte fractionara V
Partea intreaga a numarului real x este cel mai mare numar intreg care nu-l

depaseste pe x. Partea Intreagd a numarului real x se noteaza cu [x]. v
Partea fractionara a numarului real x este diferenta dintre x si partea sa int

Notam partea fractionara a lui x cu {x} si avem x = [x] + {x}.

Proprietati: x

a) [x] € Z;[x]<x<[x]+1,VxeR; &

b) x<y=[x]<DLxyeR; v
XI<Dl=>x<py,xyeR; QC)
xXI=D]=k-y<LxyelR

¢ [x]+Isx+yl<x]+D]+1,VxyeR; Q

d) [x+n]=[x]+tn VxeR,VnelZ {x} VxeR VnelZ
—x], xeZ %0 xeZ
e) [—X]={ ; Cj

—1-[x], xe R\Z 1 {x}, xeR\Z

f) [x]+ [x+ } [2x] (Herrm%v

2. Ecuatia lui Pell
Fied e N,d>2,unnu a ral care nu este patrat perfect.

Ecuatia x> — dy* = 1 ,V € Z, se numeste ecuatia lui Pell.

Considerand (xq 0, Yo € N, solutia minimala (cu xy = 2 minim), care exista!,

solutiile (x,, y, )z ale ecuatiei Pell sunt date de relatia:

edurente liniare omogene de ordinul doi
e (a,)u>o0 un sir care verifica relatia de recurentd a,.o + @ - a,s1 +b-a,=0,n € N,
,beR,iaray=0, a; =, a, B € R. Daca r, r, sunt radacinile ecuatiei P+ar+b=0,
avem:
1) daca r, # ry, atunci a, =" +c,1, ,n € N;
2) dacary =r,atunci a, =r"(cn+c,),n € N,
unde ¢, ¢, sunt constante care se determina din conditiile ap = a, a; = .
Teme Supliment Gazeta Matematicd. Clasa a X-a I 7



4. Inegalitati clasice
o Inegalitatea mediilor
Pentru orice ;> 0, i =1, n, avem:
a+a,+..+a n
fzw”/alaz...an 2 1 T

—t—t.
a, a, a

n

o Cauchy—Buniakovsky—Schwarz (CBS)

Pentru orice numere reale a;, b;, i =1, n, avem:

(@ +a@ +..+a )bl +b;+..+b))>(ab, +ab, +..+ab,). 0
e H. Bergstrom (Q
Pentru orice ;> 0, ;> 0, i=1,n, avem: )

2 2 2 2
a a a a +a,+..+a
L 24+ 2( L2 ) ) ( )
b b b b+b,+..+b,

n

e Holder 9
. — . . 1 1
Pentru orice ¢; > 0, b;> 0, i =1, n, si orice p, q@ ) pentru care —+—=1,
9 p

q

e Jensen

avem: v
1 1
(af +al +..+a”)r (b +bs + ﬁ‘ >ab +ab, +..+ab .

Fief:R—>R,a,beR,a <,§é ctie convexa. Pentru xi, x,, ..., x, € (a, b) si
Ao Aoy ooy Ay €0, 1]cudy + A .= 1, avem:

fOux + xzxzﬁy:, X)) S ML)+ A () + et A, ().
i st

In cazul in care fun e concava, inegalitatea 1si schimba sensul.
e Bernoulli

Daci x e (—s a € (=0, 0) U (1, ), atunci (1 +x)®> 1 + oux (cu egalitate
pentru x = 0).

Daca x € (W, ) si a € (0, 1), atunci (1 +x)* < 1 + owx (cu egalitate pentru x = 0).

o Cebis
& til orice doua siruri de numere reale (a;), (b;), i =1, n, la fel ordonate, avem:

ab +ab,+..+ab, Shtat+..ta, b+b,+.. 4D,
@ p , ;

In cazul in care cele doua siruri sunt invers ordonate, inegalitatea isi schimba
‘ sensul.

5. Extremele unei functii de n variabile

Daca E(xy, x, ..., x,) este o functie care depinde de variabilele x; € Dy, x; € D,, .
x, € D,(D;cR, i=1,n), atunci:

ey

8 I Teme Supliment Gazeta Matematica. Clasa a X-a



1) max E(x, x2, ..., X,) = M, cu (x1, X2, ..., x,) € Dy x D, x ... x D,, daca

: L2 0 0 0
E(X1, X2 +vvr X)) S M, ¥ (X1, X2, ...y Xp) € Dy x Dy x ... x D, si existd (x,xJ,...,x°) €
€Dy xDyx...xDycu E(x),x),..,x°) =M;
2) min E(xy, X3, ..., X,) = m, cu (X1, X2, ..., Xy) € Dy x Dy x ... x D,, daca

0

Cvregs (00
E(X1, X2, ooy X)) 2 m, ¥ (X1, X2, ...r X,) € Dy x Dy x ... x D, si existd (x,x),...,x") €
€Dy xDyx...xD,cu E(x),x),...,x)) =m. \)

ceey Ay

6. Polinoame cu coeficienti reali é

Un polinom cu coeficienti reali f este o expresie de forma f =a X" +a, |

_l’_
+ ...+ a X+ ap, unde a,, ..., a;, ay € R sunt coeficientii polinomului (a@ este

variabila, iar n € N se numeste gradul polinomului. C)
eZn polinom cu

Se numeste ecuatie algebrica o ecuatie de forma f(x) = 0, unde @
coeficienti reali. Spunem cd numarul complex a este radacina a pdli lui £ (sau solutie
a ecuatiei f(x) = 0) dacé f(a) = 0. Un polinom de grad » are ex %lécini complexe.

Cateva rezultate pe care le vom folosi: Q

a) Fie f un polinom cu coeficienti reali i a < b & Wumere reale astfel Incat
numerele f(a) si f(b) sa aiba semne diferite. Aginci, 1¥intervalul (a, b) se afld cel
putin o radacind reald a polinomului.

b) Daca polinomul f are coeficienti intregf, f/ =Ya, X" + ... + ;X + ao, a, # 0 si

admite radacina rationald x, = L ®,q € Z% 0, (p, q) = 1), atunci p divide termenul
q

n—1

liber ay si g divide coeficientul domihant &,,.
¢) Relatiile lui Viéte. Daca xl,si, / x, sunt radacinile polinomului:

XX, +otx, =—

r
: an
an—Z
., XX, Fxx et x, X, =
f=aX +...+a1)’®, ' # 0, atunci a,
% a

x,X,..x, =(=1)"=2

‘ i an

&itate inR
ie A o submultime a Iui R. Spunem ca multimea 4 este densad in R daca orice

( : mterval (a, b) < R contine cel putin un element al lui 4.

Teorema lui Kroneker. Dacé o este numér irational, multimea 4= {m +an|m,n

€ Z} este densa in R.

Consecinta (Jacobi). Daca o este numar irational, multimea valorilor sirului
x, = {on},en (unde {-} desemneaza partea fractionard) este densa in intervalul (0, 1).

Teme Supliment Gazeta Matematicd. Clasa a X-a I 9



Enunturi

1. Determinati numdrul natural » pentru care:

a'+b +c"+@t+rb+o)'=(@+b)+(b+c)+(cta),
oricare ar fi a, b, ¢ € (0, »).

Dan Negulescu (S:1.14.218, SGM 9/2014) V
2. Calculati suma Z J , unde n > 3 este un numar natural.
I<i<j<k<n
Sorin Dumitrica (3, SGM 4/

3. Un ceas defect aratd ora 12:00. Din acest moment, acul orar se deplase

A

intr-o ora, iar acul minutar cu b° intr-o ora, unde a, b > 0.

a) Dacd a, b € Q, demonstrati ca exista un numar natural nenul » as cat cele
douad ace ale ceasului sa se suprapuna exact dupa »n ore. ?
b) Dacia € Qsib € R\ Q, demonstrati ca, oricare ar fi n IQ e ceasului nu
sunt suprapuse dupd » ore. §
Steluta Mone 335, SGM 12/2014)
4. Exista numere irationale a, b > 0, astfel incat a’safi rat10na1‘7
(3, SGM 2/2012)
5. Demonstrati cd multimea numerelor 1rat10nale ntru care 2" este patrat perfect
(numar natural) este infinita.
(1, SGM 5/2012)

6. Determinati multimea 4 a numerelor ra‘g@e neintregi x pentru care 2" este intreg.
(2, SGM 5/2012)

. A m s
7. Fie m, n numere naturale nenul %@‘ incat V3 >— . Aratati ca:

n
r
3—ﬂ> !

n n(m+1)
(6, SGM 5/2011)
@v € N pentru care n>In+3n+¥n?

8. Care sunt valoril

Dan Nedeianu (S:1.13.14, SGM 1/2013)
k(2k +1)

9. Aratati ¢ NERAAT) B , pentru orice n € N,
= 4k+1 2

é@aﬂ ca, pentru orice n € N', avem:

Mariana Lazar (4, SGM 4/2012)

1 n(n + 2)

Q?V 1.2 F 23423 n(n+1),/n(n+1 2ty

George-Florin Serban (S:L.15.251, SGM 10/2015)
X 1 1007
11. Aratati ca Z >

§@k) ) 2-2016”

Carmen Botea si Viorel Botea (S:L.15.252, SGM 10/2015)

10 I Teme Supliment Gazeta Matematica. Clasa a X-a



12. Aratati ca, pentru orice k natural astfel iIncat 1 <k <n,n € N, n>2, avem:

\/(n—k)\/(n—k+1)...\/(n—l)\/; <n—k+1
si deduceti ca, pentru n € N, n > 3, este adevarata inegalitatea \/ 23..A/(n— l)x/; <3.

Concurs Rusia (S:L13.20, SGM 1/2013)
13. Aflati toate numerele naturale de forma a,q, ,...q, , cu cifre nenule, pentru care:

1 1
aa, .a,’—a, ..a’*=a,.
(7, SGM @

14. Fie a = \/ 34242 +\/ 3-22. Aratati cd a este un numar irational c tre 2
si 3.

Alin Musat (S:L15. 10/2015)
15.Daca a, b € (1, ©),cua>b,iar m,n € N,cu2 <m 6 mparati numerele

T/a_"sif/b_'”.

16. Comparati *°§/2015! cu *"2016! .
Anca-Valentina Meldovednu (S:L16.97, SGM 3/2016)
17. Consideram numerele naturale nenule m 8} numarul real strict pozitiv x.

Ardtati ca (x" + 1)" = (X" — 1)" daca si numa:’;d =x"+1.

Mihai 2 :L14.52, SGM 2/2014)

orge Stoica (S:L15.132, SGM 4/2015)
18. Aratati ca, pentru orice a € [0, 1], e multime de numere naturale 4, cu pro-
prietatea: exista n, € N astfel 1 1nca tyrn > n,, avem:
(a— 00001)n<c {1,2,3,...,n}) <(a+0,0001)n.
Radu Gologan (S:L.15.292, SGM 11/2015)
19. Fie 4, = \/ﬁ-f- 81 neN ,unde k € N, k> 2. Arétati ca:

a) A, contine o e numere irationale;
b) Az Q = 2
)4, Qe ultlme infinita.

Dan Negulescu si lonel Tudor (S:L.13.334, SGM 12/2013)

cea mai apropiata frac;ie £ de 3 , unde p, g sunt doud numere naturale
q

, relativ prime, mai mici decét 1507

20.

ul
(9, SGM 5/2012)
. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatiile:

2
a) x—2vx-2 +[x—2607110} =1;

b) Bx—2}_ x—Z}z 1-3x '
3 3 5
Emilian Runceanu (S:L14.211, SGM 9/2014)
Teme Supliment Gazeta Matematica. Clasa a X-a I 11




Capitolul 1l
FUNCTII

Breviar teoretic

1. Functii injective V
Spunem ca functia /' : 4 — B este injectiva dacd orice doua elemente diferite din v
domeniu au imagini diferite.

finjectivdi < [V x; #Xx2, X1, % € A = f(x)) 2f ()] & 0

& [V x1, x, € A astfel incat f(x)) =f (x2) = x1 =x2].
Orice functie f: D —> R, D c R, care este strict monotond, este injectiyfy Rediproca

nu este adevarata. ? o
Fief: A > Bsig: B — C doud functii. Dacd f'si g sunt inject{ve, aunci g o f este

injectiva. Daca g o feste injectiva, atunci f este injectiva.

2. Functii surjective g?
Fie f: A — B o functie. Imaginea functiei f estd submtfimea lui B
fA)=Imf={ye B|3Ix e Aast catf(x) =y}.

Spunem ca functia f'este surjectiva dacé% =

Fief: 4 — Bsig: B — C doua functii! a f'si g sunt surjective, atunci g o f este

surjectiva. Dacd g o feste surjectiv@) este surjectiva.

3. Functii bijective/inversgbi
Spunem ca functia f ; Av este bijectiva daca ea este atdt injectiva, cat si
surjectiva.
Spunem ca functi

— B este inversabild daci existd o functie /' : B — 4
(numita inversa ei 1), astfel incat fo /' =1z f ' o f= 1, Inversa /', dacd

exista, este unic

FunctiaYapd — B este bijectiva daca si numai daca, oricare ar fi y € B, exista si este
unic x@ el incat f(x) = y. Astfel, putem defini functiag : B — 4 prin g(y) = x <
S A) sisearati cifog=1zsigof=1, decig=f". Tinind cont si de ultimele

%ﬁ:a e de la 1 si 2, putem afirma ca o functie f este bijectiva dacd si numai daca este
19ersabila.

C ; Y Daca A, B c R, graficele functiilor f'si /' sunt simetrice fatd de prima bisectoare.

Dacd G, si G /1 au puncte comune, acestea se vor afla pe prima bisectoare:

f)=f"x)=fx)=x,x € 4.

18 I Teme Supliment Gazeta Matematica. Clasa a X-a



4. Fie A, B multimi nevide finite cu [4| =m, |B| =nsi f: 4 — B o functie.

Daca f'este injectiva, atunci m < n. Daca f este surjectiva, atunci m > n. Daca f este
bijectiva, atunci m = n.

Daca m = n, atunci f este injectiva daca si numai daca f'este surjectiva.

B este n™.
Daca m < n, numarul functiilor injective f: 4 —> Besten(n—1) - ... - (n—m + 1).
Dacéa m > n, numaérul functiilor surjective f: 4 — B este:
n"—=Cl(n=1)"+C(n=2)"-CX(n=3)"+..+(=D)""'C"".

Daca m = n, numarul functiilor bijective f: A — B este n!. (é

5. Fie A, B doua multimi nevide finite cu |4| = m si |B| = n. Numarul functiilor f: 4 — x)

6. Rezolvarea grafici a ecuatiilor v o
Fie D c Rsif: D — R o functie numerica. ‘
Solutiile ecuatiei f(x) = 0 sunt abscisele eventualelor punc}@ ersectie dintre Gy

si axa Ox.

Solutiile ecuatiei f(x) = a, unde a € R, sunt ab @eventualelor puncte de
intersectie dintre G si dreapta orizontald y = a. Ejua‘gﬁz solutie daca si numai daca
a € Im f. Daca f este injectiva (in particular, daca e strict monotond), ecuatia are
cel mult o solutie.

Fie g : D —> R o a doua functie. Sol@tilc™eCuatiei f(x) = g(x) sunt eventualele
puncte de intersectie dintre graficele oud functii. Daca functiile f §i g sunt
monotone, de monotonii diferite, ar yina dintre ele fiind strict monotona, ecuatia
f(x) = g(x) are cel mult o solutie. E§«§Jnc‘gi31 feste convexa si g este concava, macar

una dintre ele fiind strict gonvexa/toncava, ecuatia f(x) = g(x) are cel mult doud
solutii.

Teme Supliment Gazeta Matematica. Clasa a X-a I 19



Enunturi

1. Fie functiile f; g : N — N, £ (x) =2013x — 1, g(x) = B(;ﬂ .

a) Aratati ca g(f (x)) = x.
b) Existd o € N astfel incét f(g(a)) # o2 V
Manuela Diaconescu (S:1.13.331, SGM 12/201 v
2. a) Determinati imaginea functiei f: R — R, f(x) = [x] + [—x]. %
b) Fiind date numerele reale xi, x,, ..., Xa000 Cu proprietatea f (x;) + f(x; 0 +

+ f(x2000) = —2008, cate dintre numerele xy, x,, ..., X009 SUnt intregi?
Mihai Monea si Marian Stroe (7 S@ZQO] 1)
3. Definiti o functie f': [0, 1] — [0, 1] pentru care lungimea gra u@é fie exact
2011. Q
, SGM 12/2011)

4. Functia /: R — R satisface, pentru orice numar real, ) +fEE-1=1.

Ce valori poate lua f (—2)2 ?
Olifimiadi R. Moldova (9, SGM 9/2012)
5. Calculati £(2009) pentru functia f: Z" — 7 cur;?;)rietégile:
)f(2)=2
ii) f (mn) =f(m) - f(n), pentru orice mere intregi impare;
iii) f (3m + 4n) = 3f (m) + 4f (n) orice numere intregi m, n.

Lucian Dragomir (6, SGM 12/2011)
6. Numerele reale a, b, c, drsuniNin progresie aritmeticd. Care este valoarea minimd a

functiei /: R — R definitdgoriy’7Xx) = (x — a)(x — b)(x — ¢)(x — d)?
@ Rica Zamfir (2, SGM 11/2012)

3

7. Fie functia f: 4@—) R, f(x)= Zx +2++16—x" . Determinati imaginea functiei f.
Dorin Barta (S:1.16.132, SGM 4/2016)
8. Cons; e@v —{f: R >R, /%) =¥ pentru orice x € R}.

i.cxemplu de o functie f' € F cu proprietatea ca existd un interval / — R astfel

at JX/) nu este interval.
Determinati functiile f € F' cu proprietatea ca imaginea f(/) a oricérui interval

C wc R prin functia f'este tot un interval.
Stefan Alexe (S:L.14.252, SGM 10/2014)

9. Fie a, b > 0. Aratati ca nu exista functii /: R — R astfel incat functiile g, 2 : R > R,

g(x) =f(ax + b), h(x) =f (bx + a) sa fie strict monotone, de monotonii diferite.
Marius Perianu (S:L15.336, SGM 12/2015)

20 I Teme Supliment Gazeta Matematica. Clasa a X-a



10. Fie 4= {1, 2, 3, ..., n}, cu n > 1 numar natural si m < n dat. Care este probabilita-
tea ca, alegénd la Intdmplare o functie din multimea functiilor f': 4 — A, imaginea
acesteia sa contina exact m elemente, din care cel putin unul par?

Petru Tudor (S:1.14.134, SGM 4/2014)

11. Fie n un numar natural, n > 3 si 4, = {1, 2, 3, ..., n}. Care este numarul functiilor

f: A, > A, care satisfac relatia fo f=f? V

Leonard Giugiuc (S:1.13.51, SGM 2/201 v
X %

l+x*

a) Aratati cd f'nu este injectiva si nici surjectiva. (00
< (o)

b) Calculati f(zolw)'f(zolm)'""f(%)'f(l)'fzz) ""'f(zi)ls

12. Se considera functia f: R > R, f(x) =

Ovidiu Badescu (S:L14840,SGM 12/2014)
13. Fie f: R — (1, o) care verificd simultan conditiile: Q

a)f(3x—2)< 5+ 1; b) f(7x+2)> i@l, oricare ar fi x € R.

1) Ardtati ca f(x) =52+ 1,Vx e R. J

2) Arétati ca f este bijectiva. ?
Carmen Botea si Kiorel’Botea (S:L.15.258, SGM 10/2015)
14. Construiti o functie bijectiva f : R are sa fie strict monotona pe fiecare

interval de tipul (n,n + 1), cun nu@ si nemonotonad pe R.

15. Determinati functiile suﬁec@ N" — N, astfel incat:
1 1 n—1
— 4o+ = ,
2/ nf(n=1) f(n)
Nicolae Staniloiu (S:1.14.336, SGM 12/2014)
16. Aratati cé?a f: (0, ©) > (0, ) cu proprietatea ca +/ f(x) + f(x)= Ux ,
pentru oric$ (0, ), este bijectiva.

(10, SGM 10/2011)

VneN nx2.

Nicolae Musuroia (2, SGM 3/2012)
17, Exis®Aunctii bijective f: R — R care verifica f(x) - f([x]) < f({x}) - f(1 = {x}),
?

E (S:L13.131, SGM 4/2013)

Z 18. Fie f, g : R — R doua functii astfel incat (g o f)(x) = (f o g)(x), V x € R. Aratati ca,
daca functia # : R —> R, /(x) = x — f(x) este bijectiva, atunci existd xo € R astfel incat

2(xo) = xo.
Marius Perianu (S:1.15.340, SGM 12/2015)
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19. Consideram a € R pentru care functia f, : [0, 1] = [1, 2], f(x) =2x;al este
X +x+

corect definitd. Demonstrati cd existd un unic a € R cu proprietatea ca f este inversa-

bila. Determinati aceasta functie inversa.
Catalin Ndchila si Petre Nachila (S:1.13.294, SGM 11/2013, enunt corectat)

20. Se considerd functia f: R — R, f(x) = x — 3[2x] + 2[3x].

a) Care sunt punctele fixe ale functiei f/? v
b) Este functia f* bijectiva? é
¢) In caz afirmativ, aflati numerele m, n € Z, stindca f ' : R > R, f g@

+ m[2x] + n[3x].

Marius Burtea (S:L15. 99 /2015)

21. Fie f: R — R cu proprietatea ca:

32014+ £(2) +32015+ £(32) =32016- £(2 H%U(x ).

pentru orice x € R. Studiati injectivitatea functiei f.

Niculae Cav 16.100, SGM 3/2016)

22. Aratati ca functia f: N — R definita prin f(n) = unde n € N,

n
Pon+1+32n-1"

ngen Radu (S:1L16.12, SGM 1/2016)
23. Aritati ca functia f: N* — N definita p neN prm

£ T@
Ovidiu Pop (S:L.16.138, SGM 4/2016)

: N — N care verifici relatia x* + 2f (xp) +y* = f*(x + y)

este injectiva.

nu este injectiva, dar este s

24. Determinati toate

pentru orice x, y nu
6 Ovidiu Staniloiu (S:L14.333, SGM 12/2014)
25.Fiea e R. strati ca exista functii f: R — R cu proprietatea ca:
FeN 0N =2x" 4 +ax + 6,V x € R,
daca idacaa=0.

Meda Bujor (S:L15.220, SGM 9/2015)
@ie o functie /: R — R astfel incat f(0) =% sif(x+y)=fX)f()+f0)f(x)

hentru orice numerele reale x, y. Deduceti ca f este functie constanta.
(8, SGM 5/2011)

27. Determinati functiile f: R — R care verifica ecuatia functionala:

[ +x=2+y)=f(&+x-2)+f(), Vx,y e R
Sorin Ulmeanu (S:L.14.254, SGM 10/2014)
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28. Determinati functiile f/: [1, 10] — R care verifica relatiile | f(x) — f(¥)| <

2

lgﬁ
Y

F()=0sif(0)=1.
Florin Rotaru (S:L13.291, SGM 11/2013)
29. Determinati functiile injective f: (0, ) — (0, ) care verifica relatia:
, pentru orice x, y € (0, ).

)7
) r(ly) v
Petru Todor (S:L.15.298, SGM 11/29%

30. Fie A o multime finitd de numere reale strict pozitive. Determinati functiile f° :@
care ndeplinesc conditia (fo f)(x) =2 f(x) —x, V x € A.

Florian Dumitrel (S:1.15.333, S® /2015)
31. Determinati functiile /: N — N, pentru care:

ol
f(m? mf(n)+(f(n))2)%e
m+n

pentru orice m,n € Ncum +n #0.

:L15.138, SGM 4/2015)
ditiile:

32. Determinati toate functiile f: N"— N care s acc
Df@)=2; 2)fm)<f(n+1),VYneNy 3)F(mn)=f(m) f(n),¥vmneN.
D.M. Batinetu-Giurgiu si i Stanciu (S:L.15.139, SGM 4/2015)

33. Exista functii £, g : R — R astfel g(x)) = x* si g(f(x)) = x° pentru orice

numar real x?

(5, SGM 1/2012)
34. Aritati cd existd doud fancti /, g : (1, ©) — (1, ) astfel incat f(g(x)) = x” si
2(f (x)) = x* pentru orice num. 1x>1.

(6, SGM 1/2012)

35.Fiea,b e R.D ti functiile /: R — R care au proprietitile:

a)f(x+1)= , oricare ar fix € R;
b) f(x)=b, ofpare ar fix € [a,a + 1).
? Florian Dumitrel (S:L.15.337, SGM 12/2015)
36. D@ ati functia f: Z — 7Z care satisface relatia:
A 101G +7G0+ 1)+ =0, pentruorice v < Z
? Gheorghe Andrei (S:1.16.180, SGM 5/2016)
v . Aritati ci nu existd o functie bijectiva f: N* — N, astfel incat relatia:
S (mn) =f(m)+f(n)+3f(m)f(n)

sd aiba loc pentru orice numere naturale m, n.
(4, SGM 6/2011)
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Capitolul 111
EXPONENTIALE SI LOGARITMI

Breviar teoretic

1. Logaritmul unui numar real pozitiv »\)

Fie a> 0, a # 1 un numar real fixat si » un numadr real pozitiv. Ecuatia a* = b are o
unica solutie reald x, care se noteaza log, b:

log,b=x<a" =b,a,b>0,a*1.
Proprietati:

a) log,AB =1log,A +log,B,V A, B € (0, »); (é

b) logag =log, 4 —log, B,V A4, B € (0, »0); S

¢) log,A"=nlog,4,V A € (0, ),V n e R,

d) loganA:l.logaA,VAe(O,oo),Vne]R*; QQ
n

e) logaAzl ! ,VAe(0,0)\{l}; Q)
g

og,a )
f) log, A=84  4 b e (0,00, b1
log, a

g) loga1=0;10gab>0<:>a,be(O,Q?s a, b € (1, o).

2. Functiile exponentiald/logarit

Fiea >0, a # 1 un numar r . Functiile exponentiald/logaritmica se definesc
prinf: R — (0, ), f(x) = a'fw tiv g : (0, ) > R, g(x) = log,x. Deoarece
a"e " x € (0,0); log,a"=x,VxeR,

rezultd cd fo g = 1( o f'= 1p, prin urmare cele doua functii sunt inversabile (deci
bijective), fiec ieinversa celeilalte.
Ambele funcly sunt strict monotone, si anume: f'§i g sunt strict crescatoare daca

ae (1, Wct descrescatoare dacd a € (0, 1).

Q
S
C}’
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Enunturi

! + ! + ! =1.
In(10e) +1n*10 1g(10e)+1g’e 1+Inl10+Ige
Traian Tamiian (S:L14.97, SGM 3/2014)

2. Calculati 2% 3> V
(1, SGM 6/2011 v
3.Pentrua, b € Q, cua + b #0, consideram numerele:

oo @log, 2013 +blog, 2014 o ad2013 +b32014 @

a+b a+b
a) Aratati cd x si y sunt numere irationale. &

b) Calculati [x] si [v] daca, in plus, a, b > 0. *

Dan Negulescu (S:L14: 0,; E! M 9/2014)
4. Exista valori reale x pentru care numerele logy(x — 5), log2(§ 2(7x + 1) sd fie

1. Aratati ca

in progresie aritmetica?

loan Bog :013.52, SGM 2/2013)
5. Aratati ca sirul log, 3, log; 4, ..., logy n ... con;in‘@ itate de triplete in pro-

gresie aritmetica. 2
(5, SGM 11/2012)
6. Fica € (0,0)\ {1}. ;’
a) Are ecuatia log, Xo log,(x—y) o infG@atate de solutii?
y
: 1
b) Aceeasi Intrebare pentru ecuaf r—= 98, %
y log,y
L g Dana Heuberger (4, SGM 3/2012)
7. Cate zecimale exacte treb noscute pentru numarul log;o 2 pentru a determina

- . 1
numarul de cifre ale nu 009

(3, SGM 6/2011)
8. Aratati ca numér@ Ware 1410 cifre, prima cifra fiind 1.

Eugen Radu (S:L.16.11, SGM 1/2016)
oy . Tn—12 2n-14 24n
9. Determ1$o e numerele naturale # cu proprietatea + + =1.

2" 3" 6"

gu) (S:L15.259, SGM 10/2015)
10(%3 nt numerele naturale n pentru care 2" =log; n ?

Ludovic Longaver (1, SGM 3/2012)

kDetermina‘gi numerele naturale n > 1 pentru care n = logy(1 + n) + log; n.

Q?V Lucian Dragomir (S:113.176, SGM 5/2013)

12. Daca a € (1, ©) si xy, xp, ..., X, sunt numere reale pozitive care verifica conditiile:
n n
ZIOga x, <0, Hloga x, >0,
i=l1 i=1

atunci cel putin doud dintre numerele xy, x», ..., X, sunt subunitare.
Alexandra Dragomir (2, SGM 12/2012)
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. 1 1
13. Ardtati ca \/§—£+log2 3> %+E'
Viorica Frecus (S:L16.92, SGM 3/2016)
14. Aritati ca 1g2° > lg5-1g§.

lon Nedelcu (S:1.16.20, SGM 1/2016) \)

15. Stabiliti care dintre urmatoarele numere este mai mare: a = logy 6 sau b = log;, 8?
Ovidiu Badescu (S:1.14.332, SGM 12/201 v
16. Care numar este mai mare: log, 3 sau log; 4? Comparati numerele log,(n +
log,.+1(n + 2) pentru n numar natural mai mare sau egal cu 2.

2,8
17. Care dintre urmatoarele numere este mai mare: log, 9 sau log; 28?

(1&,SG
4 1
18. Care numir este mai mare: —++/2 sau 2-2* +log, 1,18 ? ‘ )

T
(3, SGM 4/2011)

19. Demonstrati ca "3/log,(n +1) <% oricare ar fi nu % ral n > 4.
Carmen Botea si Vidrel Botea (S:L.14.219, SGM 9/2014)
20. Ardtati ca log,(n!)<log, /n) +2log, 3 (n+1 v 3 , pentru orice numar natu-

ral n, n > 3. %
Mihai Popa (6, SGM 12/2012)

21. Definim sirul (a,).»1 prin a iy3" +2-3% +...+n-3" =3"" pentru n > 1.
Aratati cd a, > n logsn—n+ 1
(8, SGM 3/2012)

22. Consideram numerele ;ea@z b > 1. Aflati valoarea maxima a sumei:

a b
log, —+1log, —
b a

Olimpiada Filipine (S:L14.95, SGM 3/2014)

23. Daca 10g4(@+ logs(x — 2y) = 1, aflati valoarea minima a diferentei | x| — | y|.
(S:L15.57, SGM 2/2015)

24. S‘q@ a, b € (0, 1) verifici relatia 1g’ a+1g’ b= w, determinati
axima a produsului P = ab.
Mihaela Berindeanu (S:1.16.57, SGM 2/2016)
Aratati ca 2" > x, pentru orice numar real x.
(S:L15.254, SGM 10/2015)
C) 26. Aratati ca alos yploes <4 p pentru orice numere a, b > 1.

Florin Nicolaescu (9, SGM 12/2012)
27. Aratati ca, pentru orice numere reale a, b si ¢ astfel incat ab + bc + ca > 0, au loc

inegalitatile In(ab + bc + ac) +In3<In(a + b + ¢)* < In(a®> + b* + ) + In 3.
Monica Cioanca (S:L15.175, SGM 5/2015)
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INDICATII §I SOLUTII
Capitolul I. NUMERE REALE

1. (S:L14.218) Relatia trebuie sa se verifice si pentrua=b=c=1,deci3+3"=3.2" <
< 3" =2"—1.Cum, pentru n > 3, 3""' > 2" — 1, singurele solutii pot fin =1 si n = 2. V
Se verifica faptul cd n =1 si n = 2 sunt solutii. v

2.(3, SGM 4/2012) Pentru n > 3, S, = > ”_J:Z%k, unde a; = [1 +2 +é

i<i<j<k<n k k=3
+3+...+1+(k1)]+[2+3+2+4+...+2+(k1)]+...+[(k2)+,®=
S -2 424 4 (k1) = (k—2) E=DE

2 ()
Prin urmare, S, = Z (k-2)(k-1) _ z (k=2)(k-1 _ lZ(kz _ frj?
k=3 2 k=1 2 2%
_ l[n(n+l)(2n +1) _3 n(n+1) +2n} _ n(n—1)(n-2) .
2 6 2 6
3. (S:L14.335) Dupa n ore, acul orar parcurge na®, iar nutar parcurge nb°.

a) Cele doua ace se suprapun daca existd k e%fe incat |na — nb| = 360k, deci

nla — b| = 360k. Deoarece a, b € Q, atunci |@ Y P , », ¢ € N'. Putem considera
q

k=psin=360gq. b

b)DacéaeQ,beR\Q,atqu)— eR\Q,decinuexisténEN*,keN,cu

proprietatea nja — b| = 360k si, 1,5¢oncluzia problemei.
1

4. (3, SGM 2/2012) Raspurlswheste afirmativ. De exemply, (+2)™" =3 e Q.

5. (1, SGM 5/2012) Pe log, p*, p numdr prim, p > 3, avem c¢i x € R\ Q, iar
erelor prime este infinita, rezultd concluzia.

t
2" =p’si, cum mul@ m
6.(2,SGM 5/ e xzﬂ, m,n e Z,n+0,x € Q\Zpentru care 2 € Z. Evident
n

cax>0, qu em considera m, n € N'. Avem 2° = p € N < 2" = p", deci p = 2,

m

ac =na = — =a € N, contradictie. In concluzie, 4 = &.
n
Qﬁ, SGM 5/2011) Deoarece 3 >, deducem ca 3n*> — m* > 0. Cum m, n € N,
n

E Yezultd ci 3n° — m* > 1. Deoarece ecuatia 3n> — m”> = 1 nu are solutii numere naturale,
Nm® +2 . N m_~Nm+2-m
———, prinurmare V3 ——2> ——.

n

n n

deducem ca 3n* — m* > 2. Astfel, V3>

Observand ca Vm* =2 —m >

, rezultd concluzia problemei.
m+
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C

8. (S:L13.14) Evident, inegalitatea nu are loc pentrun =0sin=1. Avem:
n=2=2++¥2 >1+1+1>2;

n=3=V3+B+PB >1+1+1=3;

n=4=Ja+¥a+Y4 >2+1+1=4;

n=5=V5+¥5+¥5 >22+15+13=5;

n=6=6+Y6+Y6 <25+1,9+1,6=6; V

n=1=J1+37+¥7 <3+2+2=7; E ?

n=8= J8+/8+¥8 <3+2+2<s.
Pentrun >9, x/;+i/;+§‘/;<§+ﬁ+£=n.

5 N
In concluzie, valorile ciutate sunt numerele naturale n > 6. &

()
9. (4, SGM 4/2012) Deoarece ~/2k(2k+1) < 4k2+1 ,VneN, umaaaté este mai

i 1 O
mica decat ) —=—.
: I D 20+l
10. (S:L15.251) Pentru 7 € N, avem @ LiGRaY I A
n(n+D\fhg+1)’ n*(n+1) 2n°(n+1)

o1 Prin urmare Z <zn:l R N
2\n* (n+1)?)° ’ Jetk+1) =2\ (k+1y

fe=|

_l 3 1 :n(n+2)
_2(1 (n+1)2j 2n+1)° v

11. (S:L15.252) Din inegalitate or, pentru £ > 2, avem:
2{(/—f7 2+"'+(2k)=2k+1,de01
2k 2
4 1 1 1

> = - .
Y Qk+17  (k+D)(k+2) k+1 k+2
2021:5( 1 ) 1 1 2014 1007
k+1 k+2

Prin urmare, =—= = > >
3 2017 3-2017 2-2016

k=2 .
12. (S: 3@Demon5trém prin inductie dupa k. Pentru k£ = 1 trebuie sa ardtim ca
V?Q%

k=2

< n pentru n > 1, adicd (n —1)\/; <n* & (n—1)* <n’, evident adevirat

n > 2. Presupunem ca \/(n—p)\/(n—p+1)...\/(n—1)\/; <n-p+1 si

Wemonstrém ca \/(n -p- 1)\/(11 —p)A(n— 1)\/; <n—p.Avem:

1= 0= tW01 - )N -0 <= p D= p 5D == py =1 <

< /(n— p)* =n — p. Prin urmare, relatia dati este adevirati pentru orice k, 1 < k < n.
Alegand k=n—2, n > 3, obtinem a doua cerinta a problemei.
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