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PREFATA

Imi place si reafirm, ori de cate ori am ocazia, cd Gazeta Matematica este un mo-
nument al culturii romanesti. Nu numai pentru ca apare neintrerupt din 1895 si nici
macar razboaiele mondiale nu i-au oprit prezenta in viata elevilor, dar o plef
intreagd de intelectuali romani, nu neaparat deveniti matematicieni, si-au fa i-
cia mintii cu problemele Gazetei. &

In anii 1920, succesul national al revistei a facut ca diriguitorii ei s¥pgdecizia de a
infiinta un supliment cu exercitii accesibil elevilor cu drag atematicd. Asa au
aparut primele liste de rezolvitori, fapt care continua si azi. 6

In 2008, inspirandu-ne din ideea inaintasilor, a t Suplimentul Gazetei
Matematice. El s-a vrut un accesoriu pentru elgvii §e)

rformante peste medie si

nu neapirat olimpici. in plus, nu am pretins problemele sd fie originale;

importanta in Supliment este informatia m

lata ca acum, dupa 10 ani reahzarﬂ? ea a fost excelenta. Cele noua volume,
cu problemele din Supliment de evilor din clasele IV-XII, dovedesc acest

lucru. Sunt convins ca vor ae(,e s si vor fi utile In educatia matematicd romaneas-

Supliment sunt frumo si creeaza minti ascutite.

% Prof univ. dr. Radu Gologan

Presedintele Societatii de Stiinte Matematice din Romdnia

ca. Personal am un mingna timent de mulfumire cind aud cd problemele din
a%the



Capitolul |
ALGEBRA

In cele ce urmeazi vom trece in revistd citeva notiuni si proprietiti care sunt mai
putin prezente in manualele gcolare, dar care sunt foarte folositoare pentru solu-
tionarea unor probleme de concurs. Pentru detalii si demonstratii se poate consulta
lucrarea [4].

Fie Ae M, (C).

1.1. Definitie. Un numir A € C se numeste valoare proprie a matricef
existd un vector nenul X e M, ,(C) (o matrice coloand) astfel incat AX

Un astfel de vector X se numeste vector propriu al matricei A covngétor va-
lorii proprii 4.

1.2. Observatii: Q

1) O relatie de forma AX=)AX, X=0O,,, eMn(C), reC si
XeM,, ((C) , se numeste relatie de tip valoare %oprie ctor propriu.

2) Daca X, X, sunt doi vectori proprii aj | corespunzatori aceleiasi valori
proprii A, atunci pentru orice «,, a, € C, v{gtorpl’ X =a, X, +a,X, este un vector

propriu al lui 4.
3) Multimea tuturor valorilor proprii atricei 4 se numeste spectrul matricei

A sl se noteaza cu Spec(A) .

1.3. Propozitie. Daca 4
XeM, (C) esteunve

a) Pentru orice

((C), AeC este o valoare propric a lui A4, iar
priu corespunzator, atunci:

numirul A* este o valoare proprie a matricei 4, iar X
este un vector p lui 4*.
b) Pentru o$linom f eC[X] numarul f()\) este o valoare proprie a matricei
f(A), iar ste un vector propriu al lui f(A4).
ca este inversabild, atunci A #0 (o matrice inversabila nu are valoarea

¢)
. . o1 . PRI
pré& si numarul = este o valoare proprie a matricei 4™, iar X este un vector

riual lui 47",

‘ ) E 1.4. Observatii.

a) Pentru k e N*, singurele valori proprii ale matricei 4* sunt de forma A*, unde
A este o valoare proprie a lui 4.

Teme Supliment Gazeta Matematici. Clasaa Xl-a| 7



b) Singurele valori proprii ale matricei inverse 4~ sunt de forma % unde A este
o valoare proprie a lui 4.
¢)Daca f e C[X ], atunci singurele valori proprii ale matricei f (A) sunt de forma

(1), unde A este o valoare proprie a lui 4.

d) In general, multimea vectorilor proprii ai matricei A" sau ai lui f(4) include V
strict multimea vectorilor proprii ai matricei A4. g E )
1.5. Teorema. Un numir A € C este o valoare proprie a matricei 4 € M, (C@c
$i numai daca det(4—-M1,)=0. &
()

1.6. Definitie. Matricea (A —-M,)eM, ((C), A€ C, se numestema a caracte-

ristica a matricei 4.

Polinomul p, e C[X], p,=det(4—X-I,) se numeste p(@ml caracteristic al
matricei 4.

Ecuatia polinomiald p,(x)=0 se numeste ecuatia ca@ tica a matricei 4.

J
1.7. Teorema Cayley—Hamilton. p,(A4)=0,\ dlicd orice matrice din M, (C)
este o radacind a polinomului sau caracteriﬁ\' )

1.8. Propozitie. Daca 4 e M, (C) av
p, =)' (X"-6,X"% e+ (=D, X +(=1)"5,),
unde o, este suma tuturor mi iagonali de ordin & ai matricei A (un minor dia-
gonal este format cu linii §i c?ae de aceiasi indici).

1.9. Observatii.
a) Notdm cu 4 ., 4, € C valorile proprii ale matricei 4 M, (C).
Dintre coefici momului sau caracteristic, remarcam:

not

=tr(4)=A, +A, +...+A,, numit urma matricei 4
= Z (aﬁaj]. —aijaﬁ) = Z A,

n
S Zzaii
i=1
&@ )
1<i<j<n aji ajj I<i<j<n 1<i<j<n
G, =det(A) =, Ay -... A, .

‘ In cazul in care n=3, o, este chiar urma matricei adjuncte 4" .
b) Pentru n =2, relatia Cayley—Hamilton devine 4> — tr(A4)-A+det(4)-1, =0,

a; Clij

far pentru n=3, 4> —tr(4)- 4> +tr(A*)-A—det(A)-]3 =0;.

8 I Teme Supliment Gazeta Matematica. Clasa a Xl-a



1.10. Propozitie. Daca A4, Be M (C), atunci polinoamele caracteristice ale ma-
tricelor 4-B si B- A coincid, adica det(A-B—X-In)z det(B-A—X-In) .
In particular, det(4-B—-1,)=det(B-4-1,).

1.11. Propozitie. Pentru neN, n>2 si ay,a,,...,a, € C, numarul '\)

1 2 n-1
1 a, a .. a éz
V(a,ay,....a,)=| 1 a, a ... a 0
1 a a .. a (é
. C}
se numeste determinant Vandermonde si este egal cu v
H((ai—al)-(a a2 . a—a )Q‘ )

2<i<n

1.12. Propozitie. Dacd 4, B e M, (C), atunci Q
det(A4+ B)+det(4-B) t(B)).

1.13. Propozitie. Dacd 4,Be M, (C) ¢ @;A atunci det +Bz) 0.

1.14. Teoremi. Dacd Ae M, , @e M, ,(C), atunci

rang (A : ‘n(rang(A), rang(B)) .
r
1.15. Teorema. Daca <M, (C), atunci
&ng(/l t B) <rang 4 +rang B.
1.16. Teor ylvester). Daci Ae M, ,(C) si BeM,, (C), atunci are loc

1negahtate

@ rang(A-B)2rang(A)+rang(B)—n.

g . Teorema (Frobenius). Dacad 4 M, ((C) » BeM, ((C) si CeM,, ((C),

Cv ° rang(A.C.B)+rang(C)2rang(A-C)+rang(C-B) )

1.18. Propozitie. Dacd 4 M, (C) are rang(A) =1, atunci exista a € C astfel

incat 4> =a-A.

Teme Supliment Gazeta Matematici. Clasaa Xl-a| 9



1.19. Observatie. Fic K €{Q,R,C} si 4e M, (K). Existd polinoame nenule din

K[ X] care au raddcina 4, de exemplu p,.

1.20. Propozitie. Fie K € {Q, R, (C} si f un polinom de grad minim printre poli-
noamele nenule din K [X ] care au radacina 4. Pentru orice g € K [X ] care are rada- x)
cina 4, existd ¢ eK[X] astfel incdt g=f-¢, adicd f divide g in K[X]. v

1.21. Observatie. Fie f=a, X" +a, X' +...+aX +a,, a, #0, polinowl
enuntul propozitiei 1.20. Polinomul «,'f are de asemenea ridicina 4, n
(are coeficientul dominant egal cu 1) si are tot gradul d .

Dacid f, si f, sunt doud polinoame monice de grad d din K[X, ?au?édécina
A, atunci f, = f,. Intr-adevir, din 1.20. rezulti ca f, si f; diyid reciproc in

K[ X] si fiind monice, obtinem ci f; = f,.

ic

1.22. Definitie. Fie K € {Q,R,C} si 4e M, (K

de grad minim care are radacina 4 se numeste pefinomul’minimal al lui 4.

Y

~—"

1.23. Exemplu. Fie 4e M,(R), 4=
0 2

Polinomul caracteristic al lui &)
- X 0 0
P, = det(4- ?yz 0 2-X 0 |=—(x-1)(x-2).
?0 0 2

-X

Divizorii lui pA@ XL X =2, X2 3X+2, X2 —4X +4,(X -1)(X -2).
Polinomul %ﬂe polinomul de grad minim care are radacina 4 , dintre divizorii
lui p,. Prwc I, deducem cd m, =(X -1)(X -2)=X"-3X +2.

ropozitie. Fie K e{Q,R,C} si 4e M,(K). Atunci m, divide p, in

4.
@( , adica polinomul minimal este un divizor al polinomului caracteristic.

‘ 2 1.25. Definitie. Fie K € {@, R, (C} , f€ K[X] un polinom de grad ke N".
Spunem ci f e reductibil peste K , daci existd g,/ e K[X] astfel incat f=g-h,

cu grad( g) <k si grad(h) <k . In caz contrar, spunem ci f este un polinom ireduc-
tibil peste K .

10 I Teme Supliment Gazeta Matematica. Clasa a Xl-a



1.26. Observatie. Polinoamele ireductibile peste C sunt cele de gradul 1, iar peste

vvvvv

1.27. Observatie. Polinomul minimal al unei matrice nu este obligatoriu ireduc-
tibil, dupa cum rezultd din exemplul 1.23.

1.28. Teoremi (Frobenius). Fie K € {Q, R, C} un corp de numere si 4e M, (K). 9)

Polinoamele p, si m, admit aceiasi divizori ireductibili peste K . é

Enunturi

1.1. Fie » un numar par, » > 2. Aritati ca In multimea S5, a permutafi ultimii
{1, 2, ..., 3n} existd elemente de ordin n’ — n (ordinul unei permutérw ¢'cel mai
mic numar k£ > 0, pentru care G o G o ... o ¢ = permutarea identich, unde compunerea

se face de & ori).

Leonard Giugiu Severin (S:L.13.25)
1.2. Fie P multimea matricelor de ordin n care au pe % ie si pe fiecare coloana

un singur element egal cu 1, iar celelalte sunt egalj cu 0

a) Demonstrati cd existd o functie bijectiva V% P, unde S, este multimea
permutarilor de ordin 7.

b) Demonstrati ca AB € P, pentru ori € P.

¢) Aratati ca orice matrice 4 € P est rsabilisi A € P.
2

d) Calculati S =) (det(4)) Q)
AeP
LK ‘:\ Marius Perianu, Slatina (S:L15.341)

1.3.Fien € N, n > 2. De % G € §, astfel incat pentru orice k € {2, 3, ..., n} sa

k-1 1
avem —
= o(i)o(i +

Dana Heuberger (4, SGM 3/2012)

, unde o parcurge S,, multimea permu-

1.4. CalculWximul expresiei Y |o(k)—k

k=1
tari elemente.
* * % (8, SGM 4/2012)

@entru ceS,, consideram suma S, =[1-o(1)|+|2-0(2)|+...+|2n—c(2n)].

a) Calculati S_,unde meS,, este permutarea care are numarul maxim de inversiuni.

‘ ;E b) Calculati M =max§S, .

Ges,,

c)Daca A, ={ceS,,|S, =M}, calculati M.
card(S,,)

Radu Vasile, Braila (S:L.15.263)

Teme Supliment Gazeta Matematici. Clasaa Xl-a | 11



n

1.6. Se considera permutdrile o, t€ S, . Calculati lim %Zﬂ .
n-w pt i T(k)

Eduard Buzdugan, Slatina (S:L.15.343)
, 10 30) . x 60 .
1.7. Fie A, B € M,(C) astfel incat 4B = si BA= . Aflati x si y.
4 20 2y
Petrica Dicu, Sibiu (3, SGM 12/2012) V

-1 1
1.8. Determinati doud matrice 4 si B din M,(Z), pentru care 4’ + B’ = ( 0 2) )

y1

(S°l,‘&
1.9. Aratati ca, date fiind numerele reale a, b, cu a > 0, existd o inﬁnita}@( Tice

b
A, B € M,(R) astfel incat 4° + B* = (Z ) _
a

()
Rica Zamfir, E\@sil (S:L16.182)

5 2
1.10. Fie 4= (50 ZOJ . Aratati ca pentru orice numar n% 2 existd doud ma-

trice X,, ¥, cu coeficienti in Q, astfel incat 4" = X f + @
2 _Adri Zanoschi, lasi (S:L.16.148)
n
1

d
1.11. Determinati matricele X de ordin 2, cu el %éale, pentru care:
1 -1 1
X- .
-1 1 m
Discutati raspunsul dupa valorile par; e@ii real m.
Dan Negulescu, Braila (8, SGM 9/2012)

é 1 0
1.12. Determinati matricelq~X »(R) cu proprietatea ci X’ :(d 2), unde

d = det(X). Z
‘@v Georgeta Burtea, Alexandria (S:L15.103)

2 0
1.13. Determinats cele X € My(Z) cu proprietatea ca X“+ X :(3 2) , unde

inati matricele 4 € My(N) care verificd relatia 4> -84+71,=0,.

u=tr(X)
; ! Georgeta Burtea, Alexandria (S:L.15.101)
1&%&1

Aurel Dobosan, Lugoj (S:L15.305)
% 1 00 1 0 0
?7.15. Fie matricele 4 ={x 1 O0|,cux e C,si B=| 20 1 0]. Rezolvati in
C) x x 1 210 20 1
multimea C ecuatia 42° = B.

Iuliana Chilom si Silvia Bumbu, Bistrita (S:1.15.186)

12 I Teme Supliment Gazeta Matematica. Clasa a Xl-a



0 a a
1.16.Fiea e Rsi A=|a 0 a|.Determinati4"cun e N,

a a 0
Aurel Dobosan, Lugoj (S:L.16.26)
1 10
1.17. Determinati matricea 4", unde 4=|1 0 1 |sine N'. V
01 1

Petre Nachila si Mihai Vasile (S:L1

V3 oo o1
1.18.Fie A=| 0 0 0 |. Calculati lim pjzn , unde p, reprezinta ?@ ele-
n—»0 n-
-1 0 3
mentelor nenule ale matricei 4"

()

Mirela anik%ﬁaé;a (S:L16.105)

-1 1 1

1.19.Fie A= 1 -1 1 |.Calculati: Q
R

1 1 -1
a)A" neN’;

. S T ; .o
b) lim n’ (1 —cos—2 ) , unde s, este su gJentelor matricei 4",
n

n—0

arcis Gabriel Turcu, Braila (S:L.15.266)

1.20. Fie sirul de numere reale ( @ proprietatea x,,, +x, , =X, , oricare ar fi
é L+ Xy, 0 0

nkeN, cun>k Calcula‘g'i-v; de A=| 2 1+x,, O
3 4 1+ X506
Carmen Botea si Viorel Botea, Braila (S:L.15.261)
1.21. Gasiti doud QA, B € My(C) astfel incat AB>A+ BA’B=2(AB)’ siAB+ BA.

Florin Stanescu, Gaesti (S:L.15.146)
1.22. Dacd € M,(C) sunt doud matrice astfel incit AB’A+ BA’B=2(A4B) si

tr(4B atati ca AB = BA.
Florin Stanescu, Gaesti (S:L15.147)
@ 1e A si B doud matrice patratice de ordin n € N, n > 2, cu proprietatea ca exista
W € R, astfel incat o. - AB + A + B = O,. Aritati ci AB = BA.
Ciprian Calin, Resita (S:L14.345)

1.24. Existd matrice 4 € M, (R) cu proprietatea ci 4* # O, pentru orice k =1,2014 si
A2015 — On ?

* % % (S:L15.21)

Teme Supliment Gazeta Matematici. Clasaa Xl-a | 13



INDICATII §I SOLUTII

Capitolul 1. ALGEBRA

1 2 3 ... n
1.1. (S:L13.25) Sa observam cad permutarea G =( L e S are OI‘dl-
n

nul n. Dar n’ —n = (n — Dn(n + 1), prin urmare permutarea:

1 23 .. n-1 n n+l n+2 .. 2n-1 2n 2n+1 2n+2 . Q
o=

n-112 .. n-2 2n-1 n n+l .. 2n-2 3n 2n 2n+l x

are ordinul n° — n.

1.2. (S:L15.341) a) Definim ¢:S, > P, (p(c) ., cu
i j=ln’ ‘ ) 0, G()i]
Vi,j=l,n.D 1 t bz3d
i, j=1,n.De exemplu, pentru ¢ = es,,
/ P, P °“3 1 4 2 “6
0010
1000 RPN e : o
o(o)= 00 0 1 . Daca c(z):],atunmpenvlce k#i avem o(k)=# j, deci
0100

pe coloana j nu mai existd 1. Mai mul %u orice t# j avem o(i)#t, adica pe
linia i nu mai existd alt 1. In conseq%g o)e 73 adica functia ¢ este bine definita.
(B)=(

Fie a,BeS, cu o(a)=(q,) . Presupunem ca ¢ (o) =¢(B).

ljl

Fie i=1,n. Atunci, al.j:bijr
va. Fie 4= ( )Uln

o(i)= B(l) =j.Asadar a=f, deci ¢ este injecti-
i€{l,2,...,n}.Peliniai existd un unic k; € {1, 2, ..., n}
astfel incat a,, _,. ece existd cate un singur 1 pe fiecare coloand, numerele
ki, ky,... k, s@stincte doud cate doud. Definim o:{1,2,...,n} >{1,2,...,n},
o(i)=k,, ru orice i €{l,2,...,n} . Deoarece numerele k,, k,, ..., k, sunt distincte

doua @ a, rezulta cd o este bljeCtha si cd avem ¢(o)= 4. Asadar functia ¢ este
a, deci este o bijectie.

A=(a, )i,j:1,7 eP si B=(b, )i,j:1,7 eP si a,fesS, astfel incat 4A=¢(a),
= (p(B). Fie C=A4B=(c, )i,j=1,7 . Fie a,, =1 singurul element nenul de pe linia i a

matricei 4 si b, , =1 singurul element nenul al liniei %, a matricei 5. Inmultind pe
rand linia i a lui 4 cu coloanele lui B, obtinem zerouri, cu exceptia elementului
¢, =a, b ,=1.Adicd ¢, =0, pentru orice s +#¢,, deci singurul element nenul de

it

pe linia i a matricei C este ¢;, . Dacd Inmultim oricare altd linie a matricei 4 cu

52 I Teme Supliment Gazeta Matematica. Clasa a Xl-a



coloana #, a matricei B, obtinem zerouri, deci c¢;, =0, pentru orice j#i, adica
existd un singur 1 pe coloana ¢, a matricei C. Asadar C = AB € P . Mai mult, avem
(Bo)(@) = B(a(i))=B(k,)=t,,5i ¢, =1, deci C=AB=0¢(Ba). Adica:
¢(a)o(B)=0(Ba), Va,BeS,. (1
¢) Pentru permutarea identicd e€ S,, avem ¢(e)=1,.Fie A€ P si unica permutare \)

M
o€, astfel incat 4=¢(a). Din 1, =¢(e)=¢(a-a™)=g(a")-@(a)=g(o i.: v

sil = (p(of1 -oa)(l—)(p(a)-(p(a‘l) =4- (p( ) folosind unicitatea inversei unel

deducem cd existd 4" =¢(a”)eP.
d) Pentru orice matrice A€ P, in det(A4) =) &(6) @y, Ay - (I&Vem un

singur termen nenul, deci det(A4)e{-1,1}. Deoarece functl‘ ) ste bijectiva,
|P=|S,|=n!, deci S= (1)’ =n!.

AeP
1.3. (4, SGM 3/2012) Pentru n = 2, cele doua permutér'@ingunt solutii. Pentru n > 3

3 1 k-2 ,. L .
sike{2,3,...,n}, avem Z— i folostnd in relatia din enunt, obti-

7 o(i)o(i+1) r‘v
1 _kol k=2 . Asadar, » 35 s nj, avem o(k — 1) - o(k) =

m
otk-No(k) k k-1

=k(k—1). Obtinem o(n—1) - o(n) = n(nv) sicumo(n—1) - o(n) < n(n—1), egalita-
o(n-1)= {G(I’Z—I)ZI’Z .

. In primul caz, avem ¢ = e.
o(n) = o(n)=n-1

In cazul al doilea, obtinem 7 —2)=(mn-2)(n-1),decin|(m—2)n-1)si cum
(n,n—1)=1, deducem ¢ —2), fals.

tea are loc numai daca {

1.4. (8, SGM 4/201 , pentru ¢ €S, . Observam mai Intéi ca pen-
2 ... n-1 2
tru permutarea Mg " }11], avem S, =2((n—1)+(n—3)+...)=[%]

n n-1 2
nZ
e} astfel incat S, sa fie maxima. Evident, S > {7} =§_. Aratam ca

Fie
n2
7} .Dacd 6 # =, exista ¢,s€{l,2,...,n—1} pentru care t+s=n, astfel incat

2 partitionand {i,i,, ..., i,s Ji» Jor--s J, } =11, 2,...,n}, sd avem o(i,)<i,, V=11 si
o(j,)> Ji» Vik=1s. Obtinem S, =(i, —o(4))+ (i, —o(i,))+...+(i, —o(i,)) +
+ (G(jl)_jl)+(6(j2)_j2)+"'+(G(js)_js); SG =(i1 +i2 +"'+iz)+
%/—J

not
=a
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