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Prefata

Imi place sa reafirm, ori de cite ori am ocazia, ci Gazeta Matematicd este
un monument al culturii romanesti. Nu numai pentru ca apare neintrerupt din
1895 si nici macar razboaiele mondiale nu i-au oprit prezenta in viata elevilo,
dar o pleiadd intreagd de intelectuali romani, nu neapdrat deveniti ma -
ticieni, si-au facut ucenicia mintii cu problemele Gazetei.

In anii 1920, succesul national al revistei a ficut ca dirigui()%ei sd 1a
decizia de a infiinta un supliment cu exercitii accesibil el wu drag de
matematicd. Asa au aparut primele liste de rezolvitori, fan\% ontinua si azi.

In 2008, inspirAndu-ne din ideea inaintasilor, intiintat Suplimentul
Gazetei Matematice. El s-a vrut un accesorsu p@ elevii cu performante
peste medie si nu neapirat olimpici. in pl sz pretins ca problemele sa
fie originale; importanta in Supliment e édrma‘gia matematica.

Iatd ca acum, dupa 10 ani, realigdnca ideea a fost excelenta. Cele noua
volume, cu problemele din Suffigmgrit destinate elevilor din clasele 1V-XII,
dovedesc acest lucru. SUI't- CORVIMS cd vor avea succes si vor fi utile in educatia
matematica romanea@ nal am un minunat sentiment de multumire cand

aud ca problemele liment sunt frumoase, utile si creeaza minti ascutite.

v Prof. univ. dr. Radu Gologan
(6) Presedintele Societatii de Stiinte Matematice din Romania
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Capitolul 1.1.
MULTIMEA NUMERELOR REALE

1.1.1. NUMERE NATURALE. NUMERE iNTREGI. ECUATII. ECUATII
DIOFANTICE

1. Determinati cel mai mic numar natural » care se divide cu 28, are suma cifrelor 28 x)
si are ultimele doua cifre 28. v
(S:L11.2.a
2. Matei si Irina, elevi in clasa a IX-a, studiaza la scoala 15 discipline. La u
semestrului I obtin aceeasi medie generala. Stiind cd au avut numai medji , 9 sl
10, iar ca numarul mediilor de 8 ale lui Matei este, respectiv, egal cu nu ediilor
de 8, 9 si 10 ale Irinei, precizati cate medii de 10 a obtinut Irina. ?
hA.aprilie)

S
3. Dintr-o revistd lipseste o singurd foaie. Dacd insumam rQefe reprezentand
paginatia de pe restul de pagini obtinem 199. Putem afla ndifgaryl total de pagini si
numarul paginii lipsa?

(S:L11.6.aprilie)
4. Trei numere naturale nenule a, b, ¢ se numesc ipseud itagorice daca:
) =) E
a - =b"+c".

Existd 2011 astfel de triplete? ;’
(S:L11.5.mai)

5. Demonstrati cd din 7 numere Intregi s alege patru cu suma divizibila cu 4.
Rémane adevarat rezultatul pentru 6 u%?mtregi?
@ (S:L11.1.iunie)
6. Aritati ci a® + b* + ab este t Peérfect pentru cel putin 2011 perechi de numere
naturale (a, b). [ e
(S:L11.4.iunie)
7. Demonstrati ca exista e perfecte cu 2011 cifre din care 3 sunt 0, dar ultima

cifrd este nenuld.
Q (S:L11.7.iunie)
8. Fiea =20 10! + ... + 3! + 2! si aya,... a, reprezentarea lui a in baza 10.

Daca s = ?%% +asag +... (ultimul termen fiind format din una sau doua cifre),

ardtatig€a a, s s nu sunt patrate perfecte.
(S:L11.9.iunie)
EX¥ta numere naturale, care scrise in baza 10, au »n cifre si scrise in baza 2 au 2n
Q? Justificati raspunsul.
(S:L11.10.iunie)

Qhﬂ. Ardtati ca existd numere naturale nenule », pentru care numérul vn+1++/8n+1
este numadr natural.
(S:L11.2.0ctombrie)
11. Demonstrati cé existd intervale [a, b] cu b — a > 2011 care contin doar numere
intregi compuse.
(S:L11.8.octombrie)
Teme Supliment Gazeta Matematici. Clasaa IX-a| 11



12. Dati un exemplu de 6 numere prime care sunt in progresie aritmetica.
(S:L11.8.noiembrie)
13. Este adevaratd afirmatia: Produsul a doud numere care se pot scrie ca suma a
doud numere naturale patrate perfecte este un numdr care se poate scrie ca suma
a doud numere naturale patrate perfecte? (Considerati o identitate algebrica.)
(S:L12.4.ianuarie)

1 x)
+..+———, se poate gasi o alegere de semne astfel

1
4 2012
(S:L12.7.la §

15. Exista un numar natural a cu 2012 cifre, toate nenule, astfel incat a se
suma cifrelor sale?

14. In expresia S = l %
incat S sa fie numar intreg?

(S:L1 nuarie)

16. Exista oare un numar cu 2012 cifre, format numai cu cifrele 1 s %e se divide
la 222

*.12.7 februarie)

urale si pentru care

za cercului inscris in

17. Enumerati toate triunghiurile cu lungimile laturilor nu
p = 6r, unde p este semiperimetrul triunghiului si 7.¢
triunghi. @
(S:L12.6.martie)
18. Arétati ca, folosind monede de 5 lei si de % poate plati orice suma numar
intreg de lei mai mare sau egala cu 8. C
(S:L12.7.martie)

19. Fie m si n doua numere intregi. St11 cuatla x'—(m+n)x +mn+2012=0
are ambele solutii numere Intregi, @ t ate valorile posibile pe care le poate lua
m—n
| : Ramona Tudoran, Arad (S:L.12.1.aprilie)
20. Se da un patrat perfecr ra unitatilor 9 si cifra zecilor 0. Aratati ca cifra
sutelor este pard. Determ! e mai mici doud patrate perfecte care se termina cu
cifrele 209 .
(S:L12.9.aprilie)

21. Exista nu@amrale nenule n astfel incat, pentru orice numar prim p pentru
care p — 1 divide Wy p divide n?

(S:L12.8.septembrie)
22, merele naturale 7 pentru care n(n2+ D =33..3.

(S L12.10.septembrie)
%etermmatl numerele intregi z pentru care numarul 2 +222 432+ 2 este intreg.
Alin Munteanu, Sibiu (S:L.12.1.decembrie)

‘ 2 24. Fieb=2c,c € N , 0 bazd de numeratie. Aratati ca:

x=(b-Db-1)lb—1) o+ - DB-DB-D.(b-1)0.0 )

n ori

n ori n—1 ori
este patrat perfect.
Mugur Acu, Sibiu (S:L12.9.decembrie)

12 | Teme Supliment Gazeta Matematica. Clasa a IX-a



25. Aratatica (2n+ D!I!'=1-3.5- ... - (2n + 1) nu poate fi patrat perfect pentru nicio
valoare n € N,

(S:L13.3)
26. Pot fi trei cuburi perfecte in progresie aritmetica?
(S:L13.4)

27. Demonstrati ca nu existd patru numere consecutive, mai mari decat 10, care sa

aiba toti factorii primi de o singura cifra.
Traian Preda, Bucuresti (S:L1

28. Exista numere naturale z nenule, pentru care n” + 18n este patrat perfect? Q
47)

29. Determinati cel mai mic numar natural # pentru care exista numer attrale x, y,
A 11 1
astfel incat —+—=—.
Xy n
Q (S:L.13.48)

30. Aflati toate numerele naturale nenule care pot fi scri@ suma a cel putin doud
numere naturale consecutive.

9 (S:L13.49)

31. Care este cel mai mic numar natural n pentru ¢ Itimele trei cifre ale numarului
2013" sunt aceleasi?

(S:L13.50)

32. Fie p, ¢ numere prime distincte $i ¢ numdr natural ce nu se divide cu pgq, astfel
incat pg divide numerele ¢* ' — 1 si a% %Aréta‘gi cd pq divide 7" — 1.

g) George Stoica, Canada (S:L13.85)
r

33. Poate fi numarul 2"+ 3" pé% ect pentru vreo valoare n € N?
f (S:L13.87)

34. Gasiti 13 numere @(’E’V’e neprime cu 2310. Aritati ci, date fiind 14 numere

consecutive, cel putin este neprim cu 2310.
(S:L13.88)

Cristina Stefan, Bucuresti (S:1.13.90)
36. Se con$é umerele intregi a, b, c astfel incat ab + bc + ca # 0 si a* + b* + ¢*

35. Aflati ulti@ifre ale numiarului 197° — 187°,

a+b+c 1 1

este parat porfect. Aritati ca existd m, n € Z" astfel incdt —— ———=—+—.
ab+bc+ca m n
Lucian Petrescu, Tulcea (S:L13.165)

xistd numere naturale a,, n=1,2013, astfel incdt numerele aa,, a,a,, ...,

01282013 Gao13d, (In aceastd ordine) sa formeze o progresie aritmeticd neconstanta?

‘ ) Z Ce se intampla daca inlocuim 2013 cu 2012?
(S:L13.170)

38. In cate moduri poate fi scris numirul 2014 ca suma unor numere naturale
consecutive?
(S:L13.203)

Teme Supliment Gazeta Matematici. Clasa a IX-a| 13






Capitolul 11.1.
CALCUL VECTORIAL iN GEOMETRIA PLANA

1. Pe laturile [4B], [BC], respectiv [AC] ale triunghiului ABC alegem punctele M, N,
M4 _NB _PC
respectiv P, astfel incat VB =L Aratati ca suma lungimilor cevienelor AN, x)

NC P
BP, CM este strict mai mica decat perimetrul triunghiului. v
Steluta Monea si Mihai Monea, Deva (S:L11.7.decem
2. Se considera patratul ABCD si M un punct pe latura (BC). Se noteaza cu G, 3
centrele de greutate ale triunghiurilor MAB, MAD, respectiv MDC. Aratati L
1 G,Gs. &

Marius Burtea, Alexandria @februarie)
3. Se considera patrulaterul convex ABCD si punctele M e e (BO), P €

€ (CD), O € (AD), astfel incat AM + BN +CP+DQ=0. Deffyonstrati ca dacd ABCD

este paralelogram, atunci si patrulaterul MNPQ este paral .
Marius Burtea, xadria (S:L12.4.februarie)

4. Se considera triunghiul dreptunghic ABC (m( g A) =99°), M mijlocul laturii BC si
N € (4B) astfel incat %: x,x € R, m(x 6 30°. Aflati x stiind ca vectorii

MN si BC sunt perpendiculari.
le lenutas, Baia Mare (S:L12.4.martie)
5. Cu notatiile obisnuite, aratati cé%r)i riunghi ABC avem:

3(a+b+c)67+(4a+@ F(a+4b+c)IB+(a+b+4c)IC=0.
L g Constantin Rusu, Rm. Sarat (S:L12.10.martie)
6. Fie M un punct in inte r%mghiului ABC astfel incat: 4MA+MB+MC=0.
a) Daca 4’ este mij l&turii BC, aratati ca punctele 4, M, A' sunt coliniare.
b) Dacad B’ este de intersectie al dreptelor BM si AC, iar C' este punctul de
intersectie al d@r CM si AB, aratati cd B'C" este paralela cu BC.
V. Stanescu (S:L12.2.0ctombrie)
7 Fie un paralelogram si fie O, M puncte in planul sdu astfel incat
QD si MA+ MB=DB.

a) ratati ca QB AD si 24AM =BC.
Dacda P este punctul de intersectie al dreptelor AB si OM, demonstrati ca

WA +PD+PO=0.
Silvia Musatoiu, Bucuresti (S:1.12.10.noiembrie)

8. Determinati punctul M, din planul triunghiului 4BC, astfel incat MA+a-MB+
+ (a—l)A_/IZ‘ =0, unde a este o constantd datd.
Vasile Scurtu, Bistrita (S:L13.8)

Teme Supliment Gazeta Matematici. Clasaa IX-a| 51



9. Determinati pozitia punctului M din planul triunghiului echilateral 4,4,4; stiind ca
vectorii MA, +2MA, + MA, si A A, sunt coliniari, iar | MA, + MA, ‘ :‘ MA, +M4d3 ‘ .
Calin Postaru, Timigoara (S:L13.121)
10. Fie ABC un triunghi si M un punct in planul sdu. Daca A’, B’, C' sunt simetricele
lui M fatd de BC, AC, respectiv B4, demonstrati cd A4' = BB’ = CC' implica faptul ca

M este ortocentrul triunghiului. x)
Nicolae Staniloiu, Anina (S:L.13.169 v

11. Fie ABCD un patrulater care nu este paralelogram si punctele M, N, P, O
semidreptele (DA, (4B, (BC, respectiv (CD, astfel incat sa avem
DM AN _BP _CQ_

AN B €O, O
D4 AB BC CD (é
. ”
a) MNPQ este paralelogram daca si numai dacd o= —; ;’

b) mijloacele segmentelor (MN), (4B), (DC), (PQ) sunt Vﬁ@ unui paralelogram
pentru orice valoare a lui a.

cua € (0, + o). Aratati ca:

Teodor Trisca si Danie , Botosani (S:1.13.246)
12. Fie ABCDEF un hexagon convex iar M, N, P, O, 1v, punctele de intersectie

ale segmentelor ce unesc mijloacele laturilor o‘ﬁ in ‘patrulaterele ABCD, ABDE,
ABEF, ABFC. Aratati ca patrulaterul MNPQ egte pazgfelograrn.

Traian Tamiian, Carei (S:1.13.282)
13. Fie un cerc de centru O 1in care —a%ris patrulaterul ABCD. Fie G, si G,
respectiv, centrele de greutate ale tr»hiurilor ABC si ACD, apoi H, si H,
ortocentrele AABC si AACD. Fie (AC -AD—-BD -BC)siy=A4B - (4D -BD —

—AC - BC). Calculati x- oG + —y(@; +%)

Carmen Botea, Braila (S:1.13.324)
14. Fie AABC, D mijjlg aturii (BC), E mijlocul laturii (4C), F mijlocul laturii (4B),

iar Gy, Gy, G5 cenfgle )de greutate ale triunghiurilor BFD, AFE, respectiv DEC si G
centrul de gre AABC. Calculati:

a) GGNeGG, + GG, .
b) dua%i ca G este centrul de greutate al AG,G,Gs;.
Viorel Botea, Briila (S:1.13.326)

BC ascutitunghic, H este ortocentrul, iar 4,, B;, C; simetricele lui H fata de
acele laturilor [BC], [AC], respectiv [4B]. Aratati ca, daca triunghiurile 4,B,C; si

W C au acelasi centru de greutate, atunci AABC este echilateral.
Q Carmen Botea si Viorel Botea, Braila (S:1.13.327)
16. Fie triunghiul ABC si punctul D mijlocul laturii BC. Daca punctele X, Y si M sunt
situate pe segmentele AB, AC, respectiv AD, astfel incat patrulaterul DYMX sa fie

paralelogram, aratati ca dreptele XY si BC sunt paralele.

Romanita Ghita si loan Ghita, Blaj (S:L14.43)

52 I Teme Supliment Gazeta Matematica. Clasa a I1X-a



17. In planul axelor de coordonate carteziene considerim punctele A(— 1, 5),
B(-7,-1), C(5, 2). Cate puncte M de coordonate intregi verifica relatia

MA+MB+MC |=307
Vasile Scurtu, Bistrita (S:1.14.44)
18. Fie ABC un triunghi si AM, BN, CP trei ceviene concurente in punctul X. Daca
BM +CN +AP=0, determinati vectorul XM +XN +XP . x)
Mihaela Berindeanu, Bucuresti (S:L.14.45 v
19. Fie ABCD un patrulater convex, O punctul de intersectie al diagonalelor, iar

G, centrele de greutate ale triunghiurilor 4BD, respectiv BCD. Daca GO

)
1
demonstrati cd ABCD este paralelogram. &
R Romanita Ghita si loan Ghita, Bl :1914.82)
20. Intr-un triunghi ABC fie D, E, F respectiv punctele de tangenta ale,cercuij inscris
cu laturile BC, AC, AB. Aratati ca daca AF + BD + CE = EAAFB4DC atunci

triunghiul 4BC este echilateral.
Gheorghe@, Pitesti (S:L14.87)
21. Octogonul regulat ABCDEFGH este inscris in cero@ za 3. Se considera

2

punctul M aflat la distanta 1 fatd de centrul cerc culati suma patratelor

distantelor de la punctul M la véarfurile octogonuluj.
gﬁd a Murea, Briila (S:L.14.204)
D

22. Fie paralelogramul ABCD si punctele M € € (BC), P € (MN), astfel incat

B AM . NP : . .
BN +2——=2si IZDV—M =2. Aratati ca p , P si D sunt coliniare.

BC 4D
? (S:L14.207)
muchie a unei prisme hexagonale regulate

muchie devenind vector). El aduna toti cei 18

23. Dexter pune cate o sageata p
definind, astfel, niste vectori (
vectori rezultati. Cate rezult
toate alegerile posibile)?

erite poate obtine Dexter pe aceastd cale (facand
a cazul unei prisme cu baza poligon regulat cu 2# laturi

(neN,n>4).
0 Cecilia Deaconescu, Pitesti (S:1.14.241)
24. Fie ABC unSgunghi in care (b + c)a-i- (c + a)P—B+ (a + b)ﬁ?:ﬁ, unde P €

e {0, I, W)emonstra;i cd triunghiul 4BC este echilateral. (Notatiile sunt cele
uzualeX,

Daniel Jinga, Pitesti (S:L.14.245)

{S«Al, By, C; trei puncte pe laturile BC, CA, respectiv AB ale unui triunghi

%itunghic ABC, astfel incat AB, +kAC, BC,=kBA si CA =kCB, k € (0, ) \

{1}. In planul triunghiului ABC ridicim perpendicularele 4,45, BB, si C,C, pe BC,

C) CA, respectiv AB, in exteriorul triunghiului, astfel incat 4,4, = BC, BB, = AC, C,C, =

= AB. Demonstrati cd triunghiurile ABC, A,B,C, si A,B,C, au acelasi centru de
greutate.

Adriana Moraru, Pitesti (S:L.14.248)

Teme Supliment Gazeta Matematica. Clasa a IX-a I 53



26. Fie ABC un triunghi dreptunghic in 4 cu masura unghiului ¢ de 30°. Daca [4D]
este Tndltimea din 4, [ centrul cercului inscris iar 7 este mijlocul segmentului [BI],
aratati ca (4T este bisectoarea unghiului BAD.

Neculai Stanciu, Buzau si Titu Zvoranu, Comanesti (S:1.14.284)
27. Considerdm patrulaterul inscriptibil ABCD si fie H, respectiv H', ortocentrele
triunghiurilor ABD si ABC, iar G, respectiv G', centrele de greutate ale triunghiurilor
HAD si H'BC. Aratati ca daca 3GG' = AB + 2CD, atunci AC = BD.

Petru Tudor, Sebes (S:L.14.28
28. Consideram paralelogramul ABCD cu AB = a, BC = ¢, BD = b si fie M € (

astfel incat 2CM +BM =0 . Daci G este centrul de greutate al triunghiului AB t
centrul cercului Inscris in triunghiul BCD, iar punctele G, I, M sunt coliniare ca
4a =2b + 5c.

Mihaela Berindeanu, Bucurest1 ¥8:1.15.6)
29. Fie triunghiul ABC si punctele M € (4B), N € (BC), P € (C&(MN), S e
1

€ (NP), astfel incat AM =\AB, BN =\BC, CP =\CA si MR )W, NS =
:(1—k)ﬁ, cu A € (0, 1). Dreapta RS intersecteaza ldtogile (4B) si (AC) ale
1=[SF].

er, Costesti (S:L15.124)

30. Fie ABC un triunghi ascutitunghic, inscris inkercul § centru O, cu ortocentrul H
si cu Tndltimile [4D], [BE] si [CF]. Consideram pu {M} = BH N FD si construim
é
ela

triunghiului ABC in punctele E, respectiv F. Demonstrati

MR || AD, cu R € AB. Notam RE N AD = {Q}fAratati ci OB +0C =240 .
: Berindeanu, Bucuresti (S:L15.125)
), (VC) consideram punctele M, N si P
astfel incat AM = BN = CP. Nota 1 G centrele de greutate ale triunghiurilor
ABC si MNP. Daca punctele X, @?ﬂnt picioarele bisectoarelor unghiurilor 4VB,
BVC, respectiv CVA, aratatica:

a) AY, BZ si CX sunt cf

31. Fie tetraedrul VABC. Pe muchiile (

e, Intr-un punct J;

b) GG || VJ.
Petru Braica, Satu Mare (S:L15.126)
32. Fie dreptunghiﬁ D (AB > BC), (BB’ bisectoarea unghiului ABC, B' € AD,
(DP bisectoare ui CDB', P € (BB'), CPN AD = {R}, AP N DC = {Q}, BB' N
N DC = {S}, YAB = {T}. Daca TS || AP, aratati ca L’ = I’ + 2L°I, unde AB = L si

BC=1.

; ) Daniela Stanica si Nicolae Stanica, Braila (S:1.15.245)
33. idera patratul ABCD si un punct £ pe diagonala BD. Fie P centrul cercului
ci sctis triunghiului ADE si S ortocentrul triunghiului AEB. Daca O este simetricul

@ ui P fatd de AE, demonstrati ca
OA+OB+OE =0S.

34. Fie triunghiul ABC de ortocentru H si A4, By, C, simetricele lui H fatd de

C E ) Mihaela Berindeanu, Bucuresti (S:L15.287)

mijloacele laturilor [BC], [CA], [AB]. Notam cu H,, H,, H. ortocentrele triunghiurilor
ABC, AB,C, respectiv ABC,. Arétati ca dreptele AH,, BH, si CH, sunt concurente in
centrul de greutate G al triunghiului 4BC.

Marius Perianu, Slatina (S:L.15.330)
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35. Fie ABC un triunghi cu centrul cercului circumscris O. Bisectoarea unghiului 4
taie cercul circumscris in M. Prin O se duce OF || BM, E € AB si OF || MC, F € AC.
Perpendiculara din 4 pe BC taie cercul circumscris triunghiului AEF in S si cercul
circumscris triunghiului ABC in N. Aratati ca

SO+ SN + MO+ MN =0.

Mihaela Berindeanu, Bucuresti (S:L16.5)
36. Pe laturile AB si AC ale triunghiului ABC se iau punctele M, respectiv N, care le x)
impart in rapoartele p respectiv g. Fie triunghiul echilateral ACD, cu D si B 1 v
semiplane opuse fatd de AC. Care este raportul in care MN imparte 4D? %

G. Rene, Bucuresti (S:

37. in patrulaterul ABCD, fie O intersectia diagonalelor, iar M, P, Q pe (B ),

. BM AP D .. .

respectiv (DC), astfel incdt —— =4, — = Q > . Daca Vectoru O si
MD PB " QC

CP sunt coliniari, aratati cd ABCD este paralelogram.

Romanita Ghita si loan laj (S:L16.10)
38. Demonstrati ca lungimile laturilor unui triunghi sunt ogresie aritmetica

neconstantd, daca si numai daca dreapta care trece prm e greutate si centrul
cercului inscris este paralela cu una din laturi.

Viad Copil D) 1 Petr: lon Bucuresti (S:L.16.41)
39. Tangentele in 4 si B la cercul circumscris triutyghiului isoscel ABC, cu AC > AB =
= BC, se intersecteaza in P iar medlatoare@% taie BC in M si AC in N.

Demonstrati ca =3MN.

(S:L16.89)
40. (Dreapta lui Euler) Fie ABC 1 oarecare, H ortocentrul sau, O centrul
cercului sau circumscris, G ce de greutate si A’ punctul diametral opus
punctului 4 pe cercul c1rcu1?sc$>nghiului ABC. Aratati ca:
a) patrulaterul BA'CH esv aralelogram;
b) OA+O0B+0C = N

¢) punctele O,

(S:L.16.208)
tunghi ascutitunghic cu ortocentrul H si centrul cercului
am X, Y, Z centrele cercurilor circumscrise triunghiurilor HBC,

41. Fie A4ABC
circumscris O.

Mihaela Berindeanu, Bucuresti (S:1.16.242)
4 sidera triunghiul ABC si punctele M, N, P pe laturile BC, AC, respectiv AB.

LY MA? NB? PC?
ficd + >9
MB- MC NA-NC PA-PB

VV Filip Munteanu, elev, Aiud (S:1.16.244)
Q 43, Patrulaterul ABCD este inscris intr-un cerc de centru O, iar x- OA—-OB-0C -

—OD x-OB—0C-0D-04, x-OC—-0OA-OB-0D, x- OD-0A-0B-0C sunt
Vectorl de aceeasi lungime, unde x este un numar real diferit de — 1. Aratati ca
patrulaterul ABCD este dreptunghi.

HCA, reEE%HAB. Demonstrati ci AX + BY +CZ = OH .

Adrian Botan, Botosani (S:1.16.288)

Teme Supliment Gazeta Matematica. Clasa a IX-a I 55



INDICATII §I SOLUTII

PARTEA I. ALGEBRA

CAPITOLUL . 1. MULTIMEA NUMERELOR REALE
I.1.1. NUMERE NATURALE. NUMERE iNTREGI. ECUATII. ECUATII DIOFANTICE x)

1. (S:L11.2.aprilie) Numarul 18928 probeaza conditiile problemei. éz

2. (S:L11.4.aprilie) Fie x = numarul mediilor de 8 ale lui Matei. Rezulta ca x =

rul mediilor de 8 ale Irinei = numarul mediilor de 9 ale Irinei = numarul de

10 ale Irinei. Din x + x + x = 15 deducem ca x = 5. Deci Irina are 5 mediige 1

3. (S:L11.6.aprilie) Fie n numarul de pagini ale revistei, iar x §i x + umarul
paginilor foii lipsd. Avem 1 +2+3+ ... +n—x—(x+1)=199. @izm n(n2+ D_
=200 + 2x < n(n + 1) = 400 + 4x. Deducem n = 20 si x = 5. &ezulta ca revista are 20

de pagini si lipseste foaia cu paginile 5 si 6.
4. (S:L11.5.mai) Fie x, y, z trei numere naturale nen% rice, adicd x> = y2 + 2%

Existi o infinitate de triplete pitagorice: x = 2k 32]{ + 2k+1,z=2"+2k k

e N'. Luim a = yz, b = xy, ¢ = xz si obtine ?biﬁciz' Deducem ci existd o
infinitate de numere naturale nenule a, b, pitagorice; a = (2k + 1)(2k* + 2k),
b= QK +2k+1)2k+1),c= QI+ 2k %Z +2k), unde k € N
5. (S:L11.1.iunie) impartim cele undere intregi in 4 grupe in functie de restul
impartirii la 4. R;: multimea ele @r care impartite la 4 dau restul &, £ € {0, 1,
2,3} (adicdix e Ry & x = % Avem cazurile: e Existd o calsa de resturi cu cel
putin 4 elemente. Daca a k"% R > 4, putem alege a, b, ¢, d € Ry si evident § =
—a+b+c+dEO(u§ocarde§3,Vke {0, 1, 2, 3}. Deoarece a + b + ¢ +
+d = (a +x)+ + (¢ + x) + (d + x) (mod 4). Conform principiului lui
Dirichlet exista Q 1, 2, 3} astfel Incat card R, > 2 de unde card R, € {2, 3}.
Modificand ce@mere adunand pe fiecare numar cu x = 4 — k, putem considera k =
= 0, adica card Ry € {2, 3}. e Dacd R, # J si R; # & putem alege a, b € Ry si
eR ssiavema + b + ¢ +d=0 (mod 4). e Dacd R; = J, avem card (R; U
U ﬁ% ezulti R, # O, R, # O. in cazul card R, > 2,alegema, b € Rysic,d € Ry si
ult?S=a + b + ¢ + d =0 (mod 4). In cazul card R, = 1 rezulti card R, > 2, alegem
%o, b,ce R side Rysirezulta S =a + b + ¢ + d =0 (mod 4). Analog proceddm
11n cazul R, = . Proprietatea nu rimane adevarata in cazul a 6 numere intregi, cum
Q reiese din exemplul {4, 5, 8,9, 12, 13}.

6. (S:L11.4.iunie) a = 3k, b = 5k, k € N verific conditia din enunt: a* + b* + ab =
= (3k)* + (5k)* + 3k - 5k = (7k)>. Cum multimea N este infiniti rezulti ci existi o

infinitate de perechi (a, b), a =3k, b = 5k, k € N cu proprietatea din enunt.
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7. (S:L11.7.iunie) Daca N=233...3003,n € N, n > 3 constatam ca

n cifre

N *=544...4290200388...8998009 . Observand ci N * contine 2n + 7 cifre, are exact

n—1 cifre n-2 cifre

trei cifre 0 si ultima cifrd este nenuld, pentru n = 1002, N * este un exemplu ce verifica

n n+3
10_31.1034.3:%, rezultd ca N > = '\)

2n+6 n+3
:49 10 1387410 +982081 (1). Pentru a justifica exemplul dat, ayéz

conditiile date. Avem ca N=2- 10" +

9

n-1_
=544...42902003 88...8 998009 =5-10""" +4- 10 ! 10"7+2902-10" +8-®-
" eite 2 eifre 9

n—1 cifre n-2 cifre

49-102"”’—4-10”*7+26118-10"*3+8-10"*3—8-106+998Q0- A

-10°+998009 =

9
2n+6 n+3
= 49-10 138794 107 +982081 . Conform (1) verificarea egte ggleté.

8. (S:L11.9.iunie) Restul Tmpartirii Iui a 1a 3 este egal cu@ impartirii la 3 a sumei
a,+a,+..+a,. Cumk! =2 (mod 3),VkeN, k=3 lta’c
+2,unde m € N, Prin urmare a, +a, +...+ a, =§?2, unde ¢ € N'. Deoarece restul

impartirii la 3 a unui patrat perfect este 0 sau ‘, ref ta cd a nu poate fi patrat perfect.
Observam cd s = 10(a, +a, +...)+a, +a, +a+a,+..+a, =3M + 2. Prin

a a are forma a = 3m +

urmare, s nu poate fi patrat perfect. O ima cifrd a lui @ este 2, rezultd cd a nu
poate fi patrat perfect. Aceasta jus}@a} u sprijind si proprietatea ca s nu poate fi

patrat perfect.
9. (S:L11.10.iunie) Daca q- Nindeplineste conditia pentru n € N, rezulta relatiile
10" <a<10"si 2" < .Cum 10" >2" < (%) > 10 este adevirati pentru

V¥ n € N, rezulta c@a ietatea poate avea loc in cazul n € {1,2}. Cum3 =2+ 1=

=11 st 11 %2 + 1 = 1011y, rezultd cd in cazul n € {1, 2} raspunsul este
afirmativ, iar penitu n > 3, raspunsul este negativ.

10. (S: l%mmbrie) n =3, 15, 120 verifica conditia din enunt.

2

Y+l=p* <8k —p* =7
. (S:L11.8.octombrie) Pentru n € N, n > 2 notamcun! =1-2 -3 - ... - n(se
wteste n factorial, conventional avem 0! = 1! = 1). Cum toate numerele naturale de
forma 2013! +2,2013!+ 3, ..., 2013! + 2013 sunt numere intregi compuse; alegem ca
exemplu intervalul [2013! + 2; 2013! + 2013] care are lungimea 2012 > 2011.

12. (S:L11.8.noiembrie) Numerele 7, 37, 67, 97, 127, 157 sunt in progresie
aritmetica avand ratia 30.

13. (S:L12.4.ianuarie) Fiex=a’+b* siy=c’+d*unde a, b, c,d € N.

66 I Teme Supliment Gazeta Matematica. Clasa a I1X-a




<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /None
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Error
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /CMYK
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments true
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages true
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages true
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages true
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /CreateJDFFile false
  /Description <<

    /BGR <>
    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe5b9a521b5efa7684002000410064006f006200650020005000440046002065876863900275284e8e9ad88d2891cf76845370524d53705237300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c676562535f00521b5efa768400200050004400460020658768633002>
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d7f6e5efa7acb7684002000410064006f006200650020005000440046002065874ef69069752865bc9ad854c18cea76845370524d5370523786557406300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c4f86958b555f5df25efa7acb76840020005000440046002065874ef63002>
    /CZE <>
    /DAN <>
    /DEU <>
    /ESP <>
    /ETI <>
    /FRA <>
    /GRE <>

    /HRV (Za stvaranje Adobe PDF dokumenata najpogodnijih za visokokvalitetni ispis prije tiskanja koristite ove postavke.  Stvoreni PDF dokumenti mogu se otvoriti Acrobat i Adobe Reader 5.0 i kasnijim verzijama.)
    /HUN <>
    /ITA <>
    /JPN <FEFF9ad854c18cea306a30d730ea30d730ec30b951fa529b7528002000410064006f0062006500200050004400460020658766f8306e4f5c6210306b4f7f75283057307e305930023053306e8a2d5b9a30674f5c62103055308c305f0020005000440046002030d530a130a430eb306f3001004100630072006f0062006100740020304a30883073002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee5964d3067958b304f30533068304c3067304d307e305930023053306e8a2d5b9a306b306f30d530a930f330c8306e57cb30818fbc307f304c5fc59808306730593002>
    /KOR <FEFFc7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020ace0d488c9c80020c2dcd5d80020c778c1c4c5d00020ac00c7a50020c801d569d55c002000410064006f0062006500200050004400460020bb38c11cb97c0020c791c131d569b2c8b2e4002e0020c774b807ac8c0020c791c131b41c00200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e>
    /LTH <>
    /LVI <>
    /NLD (Gebruik deze instellingen om Adobe PDF-documenten te maken die zijn geoptimaliseerd voor prepress-afdrukken van hoge kwaliteit. De gemaakte PDF-documenten kunnen worden geopend met Acrobat en Adobe Reader 5.0 en hoger.)
    /NOR <>
    /POL <>
    /PTB <>
    /RUM <>
    /RUS <>
    /SKY <>
    /SLV <>
    /SUO <>
    /SVE <>
    /TUR <>
    /UKR <>
    /ENU (Use these settings to create Adobe PDF documents best suited for high-quality prepress printing.  Created PDF documents can be opened with Acrobat and Adobe Reader 5.0 and later.)
  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /ConvertColors /ConvertToCMYK
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /DocumentCMYK
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /PresetSelector /MediumResolution
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure false
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles false
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /DocumentCMYK
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /UseDocumentProfile
      /UseDocumentBleed false
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [612.000 792.000]
>> setpagedevice




