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ELEMENTE DE ALGEBRA

Notiuni feoretica

X, daca x 20

—x,dacix <0

Proprietitile modulului: [x| >0 pentru V x € B; |x|=0&x = 0; |x| = max(x,—x);
x| _Ix
yl vl

"x]-ly“ <|x-y: x| sr & x e[, r], unde r>0; |x|>r & x (o0, —r)U(r, ).

Modulul numirului x € R: [x|= {

X

x-y|=[x|:|y] pentru¥ x, y e pentru¥ x, y R si y=0; [x+y|<[x[+]y];

PentruV xe€R, 3! ne Z astfel incét n <x<n+l, nn:[x] — partea intreagd a lui x,
x—[x]={x} — partea fractionara a lui x.

Proprietéti: x—1 <[x]$ X; {x} e[O, 1); [x+n] =[x]+n si {x+n}= {x},Vnelk

Principiul inductiei matematice. Fiind dat un predicat P(n),unde neN, n2n,, daci
propozitia P(n,) este adevdrata §i, de asemenea, implicatia P(k)—> P(k+1)este adeviratd,
atunci propozitia P(n) este adeviratd, V n2n,.

Cardinalul unei multimi finite (notat card(A) sau |A]) reprezintd numérul siu de ele-
mente.

Proprietati: |AUB|=|A|+[B|-|ANB|, |AxB|=|A[B], [p(a)=2" ®(A)=(B[B=A).

O functie definitdi pe mulfimea nevidi A cu valori in multimea nevidi B (notam
f:A —> B) reprezinti o lege prin care, pentru Va€A, 3'beB astfel incit a———>b.

Pentru A'CA, f(A") ={f(a)|a € A'} reprezintd imaginea lui A' prin f, Inf =f(A)
reprezinti imaginea functiei f, iar pentru B'c B, f (B)={acA|f(a)e B'} reprezinta pre-
imaginea lui B' prin f. ;

Multimea G, = {(a, f(a)) |a € A} reprezinta graficul functiei f.

Pentru A'c A, functia f,.:A'— B, unde f,.(a)= f(a), ¥V aeA', reprezinti restrictia
functiei f la multimea A ', iar freprezinta prelungirea functiei f,.la A.

Functia f:D — R, D c R, se numeste mirginitd dacd Ja, beR, a<b, astfel incat
a<f(x)<b, ¥ xeD.

Multimea D c R se numeste simetricd dacd —x € D, pentru ¥V x €D.

Functia f:D — R, D simetrica, se numeste pard (respectiv impard) daca f(-x)= f(x)
(respectiv f(—x)=—f (x)) pentru ¥ x €D. Graficul unei functii pare este simetric fa{d de axa
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Aplicatii

1. S# se determine X real stiind c& numerele X +1,1-x §
2. Sa se determine punctele de intersectie a parbolei y = x> +5x—6 cu axele de coor-

i 4 sunt in progresie aritmetica.

donate.
3. Sa se determine x >0 stiind ca numerele x, 6 5i x—35 sunt in progresie geometrica.

4. Se considera functia f:R >R, f(x)= x> +x—2. Si se calculeze f(2 : f(—l)).

: 4
5. Si se arate ca sirul (a, ), de termen general a, = ——n—3, este crescator.
n+

6. Sa se determine coordonatele punctelor de intersectie a parabolelor y= x> +x+1 §i

y=—x>—2x+6.

‘ 7. Se considera finctiile f:R—>R si g:R->R definite prin f(x)=x+2x+1 si
g(x)=x—2009. Sa se demonstreze ¢, pentru orice x € R, (fo g)(x)=0.
8. Si se determine primul termen al progresiei aritmetice a,, a,,13,17....
9. Si se arate ca functia f:R >R, f(x)= x> +2sinx este impard.

10. Sa se arate ca % este o perioada a functiei £:R— R, f(x)=1{3x}, unde {a} este

ea fractionard a numarului a.
11. Sa se determine primul termen al progres

B 6,b:, 24,
12. Sa se determine m € R astfel incat functia f: R — R, f(x)=

iei geometrice cu termeni pozitivi -

(3—m2)x+3, s fie

ict crescatoare.
13. Fie functia f:R >R, f(x)=2x+1. Sise calculeze f(l)+f(2)+f(3)+...+f(50).

14. Se considera functia f:R" >R, f (x)= 1 Sa se calculeze suma S=f (f (—10))+
X

+ £(£(-9))++ £(£(-1)+£(£() +-+ £(£(9))+£(£(10)).
15. S4 se arate ca valoarea maxima a functiei f: I — R, f(x) =3—x* este £(0).
16. Se considera functia f:R—> R, f(x)= <% —x*. Sase calculeze (fof=f=f)(1).
17. Se considera functia f:(0,2) >R, f(x)=x-2m+2.8dse determine me R

el incat graficul functiei sd nu intersecteze axa Ox.
18. Sa se determine valorile parametrului real m, stiind ca parabola asociata functiei

£po B, f(x)=x*+mx—2m seafld situata deasupra axei Ox.
19. Sa se verifice daca numirul JB——ZJE apartine multimii {a.+b~[i|a, be l}.

x2 —3x +1=0, curadicinile x; si x,.S se arate ci x! +%x; eN.

20. Se consideri ecuatia
de ratie 2 cu a; +a, =8. Sascafle a,.

21. Se considerd progresia aritmetica (a,, jiee
22.Fie f:R—> DR, f(x) =1+x. Sise calculeze f(—l)+ f(-2)+ f(—3)+...+ f(-lO).
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23. S se rezolve in mulfimea numerelor reale inecuatia 2x% —3x +1<0,

24, Se dau functiile f:R - R, f(x)=1-xsig:R >R, g(x)=2x-1. Si se arate ca
fog este descrescitoare.

25. Se considerd ecuatia x> —2x+m = 0, meR, care are ridicinile reale X §i X,.
$tiind ca |x, —x,| =1, s4 se determine m.

26. Si se arate ca varful parabolei asociate funciei f:R >R, f(x)=x?-4x+9 se
afld pe dreapta de ecuatie x +y =7.

27. Sa se determine functia de gradul al doilea al cirei grafic contine punctele (0, 4),
(L-2)si (-L1).

28. Si se determine solutiile intregi ale inecuatiei x> +x—6<0.

29. Si se rezolve in multimea numerelor reale ecuatia ll —2x| = Ix . 4,.

X

1+4x2°

30. Si se determine imaginea functiei f:R> R, f (x)=

Rezolviri

1. Avem + x+1,1-x,4 & 2(1-x)=x+1+4 & x =],

2. Ecuatia x* +5x—6=0 admite solutiile x;, =—6 si x, =1, deci G;NOx =
={(-6,0),(1, 0)}. Pentru x =0 obfinem y=0? +5-0~6 = 6= Gr N0y ={(0,-6)}.

3. Avem =x,6,x-5& 6 =x(x-5) < x? -5x-36=0, cu solutiile x, =—4¢(0, ),
respectiv x, =9 & (0, »), deci x=9 este solutia problemei.

4. Avem £(=1) =(-1)" +(-1)-2=-2= 2.(£(~1)) =2:(-2) =4, iar f(—4)=
=(~4)’ +(~4)-2=10, deci £(2-£(~1))=10.

e oSS M

pentru ¥V n e N, deci sirul (a,1 )neN este crescator.
6. Coordonatele punctelor de intersectie dintre cele doui parabole sunt solutiile siste-

2
= 1
mului gt S = x2+x+1=—x2—2x+6:> 2x2+3x—5=0. cu solutiile x,=—§-
y=-x2-2x+6 2
2
: 5 5 19 : 5 ’
$1 X; =1, la care corespund y, = = + 7 +1=T’ respectiv. y, =1°+1+1=3, deci

punctele de intersectie au coordonatele (x;, y,) = (—%, %) , Tespectiv (x,, y,) =(1, 3).
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TESTUL 1

Subieetul | (30 puncte)
1. S se determine numarul natural x din egalitatea 1+5+9+...+x = 231.

2. Si se rezolve in multimea numerelor reale inecuatia 2x* —5x +3 <0,

3. Si se determine inversa functiei bijective f : (0, @) — (L), £ ( x)=x*+1.

4. Se considera multimea A = 52y 10}. Sa se determine numarul submultimilor ¢
trei elemente ale multimii A, care contin elementul 1.

5. Si se determine m e R, astfel incat distanta dintre punctele A (2, m) si B(m, -2)
fie egald cu 4.

6. Si se calculeze cos&-sinl.
12 12

Subieetul Il (20 puncte)
a b
1. Se considerd matricea A =(: ), cua,belR si b=,
a
a) Sa se arate ci, dacd matricea X eEM, (l?) verificd relatia AX = XA, atunci exists &

u v
veR astfel incat X = ( ]
vV u

' +b)" +(a—b)"
b) Sdsearatecd V neN’, A" =[x“ Y“J, unde x, = (2 ) (a )
Yn Xy

_(a+b)"—(a-b)"
L, 2 :
: . 5 e (0 S

¢) Sa se rezolve in multimea M, (R) ecuatia X> = i
2. Se considerd a € Z, si polinomul f = X® +aX +5c Z,[X].
a) Si se verifice dac, pentru orice beZ,, b= 6, are loc relatia bé =1,
b) Si se arate ca x° +35 =(x3 —3)(){3 +&), Vxel,.
¢) Sd se demonstreze ca, pentru orice a e Z,, polinomul f este reductibil in z, [X]

Subiectul Il (20 puncte)
1. Se considera numarul real a > 0 si functia f: IR > R, f(x) =e* —ax.
a) Sa se determine asimptota oblici la graficul functiei f ciitre —oo,
b) Sa se determine punctele de extrem local ale functiej f.
¢) Sa se determine a € (0, =), stiind ca f(x)21, Vxep.
M| 148



2. Se consideri functia f:(0, ®) >R, f(x)= —121
X

a) Si se arate ci functia F: (0, ) >R, F(x)= 2\/;(111){ ~2), este o primitivi a functiei f,
b) S se arate cd orice primitiva G a functiei f este crescétoare pe [l, ®).

¢) Si se calculeze aria suprafefei plane cuprinse intre graficul functiei f, axa Ox §i dreptele

ecuatii x=l si x=e€.
e

Rezolvdri
1. 1. Termenii sumei apartin unei progresii aritmetice (a,,) ops CU primul termen a, =1 §i
r=a,—-a,=5-1=4. Avem a, =a, +(n-1)-r= 1+(n-1)-4=4n-3, Y neN’, deunde

2 14 4n—3):
ucem ca S, =a,+a, +..+a,; = (@ +:") = (+ n2 2 = (2n-1)-n= 20> —n, pentru

neN. Pentru S, = 2n% —n=231, obtinem ecuatia de gradul al Il-lea 2n>-n-231=0, cu

—b:tJK=

2 be-l, c=-23L, A=b?—dac= (1)’ ~4-2:(-231)=1849=43", deci n;;=—+

18l L8 _{1eN, deci n=11=>x=2, = a; =4-11-3=4],

, Iy = =——2-E~, n2=T=

x =41.
2. Avem o inecuatie de gradul al Il-lea cu a=2, b=-5, ¢=3, A= b’ —4ac =(-5)
S+1

-btJA 51 5-1
= 3 xl= =L xz_
2a 4 4 4

’2'3=1, X1.2= %.

Din relatiile a=2>0, x; =1 si X, =%, deducem ¢i 2x> -5x+3<0 < xe[l, —:;-]

3. Pentru x (0, ®) si ye(l, ®), avem Xil=yo X’ =y-1&x= \/y——_i, deci
(y)=x= J—ﬁ sau, notand variabila tot cu X, avem £ (x) =x-1, £':(1,%)—> (0, ®).

4. Fie A'=A—{1} submultimea elementelor diferite de elementul 1. Evident |A|=10 si
1=9. Multimea A admite Cfo submultimi de trei elemente, dintre care C3 sunt §i submul-
e lui A'c A, submultimi care nu contin elementul 1, deci rimin Cj,—C3 = CZ=

2-9

5 =36 de submultimi cu trei elemente care contin elementul 1.

5. Avem AB= (2—111)2 +[m—(—2)]z = \KZ-m)z +(m+2)2 — J2m? +8, deci AB=4&

Do’ +8 =4 2m> +8=4> =16 2m’ =16-8=8 m’ =-§-=4¢ m, , =+2, deci

={-2,2lcR

.
R R R
S



—

23n (24-1)m 24n w n T n
6. cos—=cogt L _ ool Z0F. WL cos| 2n—— | = cos| —— [= cos| — |,
12 12 12 12 12 12 12
unde am folosit periodicitatea si paritatea functiei cosinus, '

12 12 52 -2 6 22 & .
b
I1. 1. a) Fie Xel\dz(ll),x:(“ :J AL s AX=(8 J(u v)=
z

Atunci cos%-sin—"—: cosl-sinl= lsin B L. 1]

b ajlz t
3 au+bz av+bt 5i XA = u vifa b y au+by bu-+ay | oot A= XA es
bu+az bv+at z t)lb a az+bt bz+at _
t b
Q[au+bz av+b) =(au+bv u+av)@ au-+bz=au+by, av+bt =bu+ay, bu+az=az+bt§i
bu+az bv+at az+bt bz+at

bv+at=bz+at < bz =by sibt=bue z=v si t=u, deoarece b =0,
DeciX=(u v)=(" v].
zZ it vV u

b) Demonstram prin metoda inductiei matematice proprietatea P(n):A" =[x“ Y“J,
Yo Xy

n n n .
Y neN', unde xn=(a+b) +(a—b) siy (a+b) ~(a-b) .

2 ? 2
Pentru n =1 obtinem P(l):A' =[;' i’ 'J, evident adevirati, deoarece
1 X
| 1 1 1
2 =(a+b) ;(a—b) S i =(a+b) 2(a b) =

Presupunem adevarats proprietatea P( k) pentru un k e N" oarecare si demonstram ca
si proprietatea P(k+1) este adevarati,

Avem AK =[xk y“} unde x, = (a+b) +(a=b) §i g (a+b)* ~(a-b) .
Yk Xy 2 2

Atunci AM'=pak. A= [* Yk | 8 b _ [@%k +byy  bx, +ay,
Y X)\b a) \ay,+bx, by, +ax,

_,.(a+b) +(a=b)* op (210 =(a=b) (@ +b)"' 4 (a—b)*!

J. Observam ca ax, +by, =

: 5 5 T = X4, i Ay, +bxy =
k k k k k+1 k+l
o -b b)" —(a-b :
=a.(a+b) Z(a b) +b.(a+b) ;(8 ) ! (a+b) 2(8 ) = Yiuys deci
Ak =(xk*' y"”]: P(k+1) este adevarata.
Vst Xgq

mjiso * e L e -




n n n n
%, y,,} e xﬂ=(a+b) +(a-b) : y“=(a-&-b) —(a-b) j

Yo Xn B 2
adevaratd pentru V neN".

i proprietatea P(n):A" =[

201

) 2): J u, ve R astfel incat

; 2 1
¢) Deoarece x*=x-x3=x3-x=>[1 2Jx=x[

3 3 3 5
(u v}. Atunci X3=(u3 VB} unde u; =(u+v) +{u-v) §i vy = (u+v) —(u-v) ;
Vil Vi U 2 2
3 3 3 ;
x? =[f ;]:’ L -;(u—v) =2 () ;(u-v) =1. Adunand, respectiv sca-

d aceste relatii, obtinem (u+v)3 =3 u+v=3si (u—v)3 =1 u-v=1, deunde

B+ . -1 ) u v) 1B+ PB-1
: , deci X= s ‘

si v= ==
2 u) 2(3[-1 PB+1

cemcd u=

5o B () =3 <], R oim P (3] B == 2= 5 R=inE =] de
® =1 pentru V be Z;,.

b) Avem (x3 —3)(x3 +:1)= x®—4% = x5 -2 =x°+5, pentru V xeZ,.

¢) Pentru a =f), avem f=X%+5= (X3 —ti)(X3 +3), deci polinomul f este reductibil.

0,

ntru acZ,, IbeZ; astfel incit b=a"' si observim ca f(b)=b"+ab+5=1+1+5
i (X—b)|f, adicd polinomul f este reductibil.

f(x Re=
1l. 1. a) Avem m= lim ( )= lim <=2 —_a sin= lim [f(x)-mx]=
X—=-xo X X—>-0 X X—>—
lim [e" —ax+ax:| = lim e* =0, deci y=mx+n=-ax este ecuatia asimptotei oblice la
X—>=-20 X—-0

ficul functiei f catre —oo.

b) Avem f'(x)= (e" —ax)' =e* —a pentru V x € R, Observim ca f'(x) <0 pentru
x < Ina, deci functia f este strict descresciitoare pe intervalul (—o, Ina), respectiv f'(x)=0<
X = Ina, precum i faptul c@ f'(x)>0 pentru V x >Ina, adicé functia f este strict crescé-
are pe intervalul (Ina, ).

¢) Observam ca f(0)=e’~-a-0=1 deci f(x)21e f(x)=£(0) pentru V xeR, de
de deducem c x, =0 este punct de minim global pentru functia f §i atunci, conform teoremei

i Fermat, avem f'(0) =0, deci ¢’ ~a=1-a=0&a=1.



¢) Avem Jf(x)dx = Ixz sinxdx = - |x?(cosx)'dx = —x* cosx+25xcosxdx=

=—x? cosx+2_[x(sinx)'dx =—x?cosx +2|xsinx - jsinxdx) =(—~x2 +2)cosx +2xsinx +C,

deci primitiva F a lui f este de forma F(x)= (—x2 + 2)cosx +2xsinx+k, unde keR.

Fie sirurile (X,), s (¥n),e: unde x, =207 si y, =2n1t+l;-, VneN.

Evidentavem lim x,, = lim y, =+ si F(x,)=F(2nn)=-4n’n" +k, deci lim F(x,)=
n—s n—= -0
=-w, si F(y,)= F(th +§) =(4n+1)7n+k, deci lim F(y, )= +x.
n—wx

Deoarece lim F(x, )# lim F(y,), desi x, = si y, - =, deducem c& functia F nu
n—-wa n—x

admite limité la +oo.

TESTUL 60

Subiectul | (30 puncte)
1. Si se arate ci 2(1+3+32 +...+38)<39.

2, Fie x,, X, solutiile ecuatiei x?+5x—-7=0. St se arate ci X; + x5 este intreg.
3. Si se rezolve in multimea numerelor reale ecuatia logs x +log, 5= —Z-

4. Si se determine x €N, x >3, astfel incit C3,_, =3.

5. Se considerd punctele A (2, 3) si B(-3, -2). Sa se scrie ecuatia mediatoarei segmen-
tului AB. :
6. Fie vectorii i §i V. Stiindcd u-v=35, |ﬁ| =2si |\7| =3, si se calculeze cos({(ﬁ, V))-

Subiectul Il (30 punete)

1. Se considerd matricea A =(_24 12) si functia f: M, (R) > M, (R), f(X)=AX
a) S se calculeze f(A).

b) Sa se arate ci (fof)(X)=0,, V XeM,(R).

¢) S se arate ¢ f(X)+£(Y) =1, VX, YeM,(R).

2. Se consider multimea P = {A eM,(R)AA' = 12} , unde A' este transpusa matricei A

Ol
a) Si se verifice dacd matricea [1 0) apartine multimii P.
b) Si se arate c4 inmultirea matricelor determina pe mulfimea P o structurd de grup
mutativ.
¢) S se arate ci, daci A, Be P, XeM,(R) si AX=B, atunci X€P,

| | 426



Subiectul Il (20 puncte)

1. Se considera functia £:R - R, f(x)=x+vi+x2.

a) Si se arate ci mulfimea valorilor functiei f este (0, «).

b) Si se arate ¢4, dacd g: R - R, g(x)=Inf(x), atunci (f(x)~x)vg'(x) =], VxeR.

¢) S se demonstreze c& g(x) < x pentru orice x > 0, unde g este functia definits la
punctul b).

|
2. Fie multimea M = {f :[0, 1] — B este derivabila si J'f(x)dx =f(0)= f(l)}.
. 0

a) Si se arate cf functia f:[0, 1] > R, f(x)=2x’-3x?+x apartine multimii M.
b) Si se arate cd, dac# f este o functie polinomiali de gradul trei care apartine lui M,

atunci f[-;-) =£(0).

¢) Sa se arate cd, pentru orice feM, ecuatia f '(x)= 0 are cel putin doud solutii in
intervalul (0, 1).

Rezolvdri

2 8 T [ 9
I. 1. Avem 2(1+3+3 57 )=2.—1=3 —1<3°,

3

2. Avem S=x,+x2=—g=—5 si P=x;x;,=—==-7, deci x|+x§,=(x,+x2)3—

®|o

—3XlX2 (Xl + X2) = (“5)3 —3‘(“7)'(—5) = —'230 € l.
3. Se impun conditiile x >0 §i x#1= x €(0, 1)U(1, =). Folosind notatia log x =y,

ecuatia devine y+—l- =§: 2y* -5y+2=0, cu solutiile y, = % §i ¥, =2. Revenind la notatia
b

logs x =y, obtinem log; x, =y, =%:> X; =v5, respectiv logs X, =y, =2 = x, =52 =25. Deci
x e{V5, 25) < (0,)) U (1, ).
4. Se impune conditia 2x-322& x> %, indeplinitd pentru xeMN, x>3. Avem

2x-4)(2x-3)

ch_,=( 5 = (x~2)(2x-3), deci C3, ;=3= (x-2)(2x-3)=3= 2x2 - 7x+

+3=0, cusolutiile x, = L £ N, respectiv x, =3 eNn —5-, @ |, Deci x =3 este solutia ecuatiei.
. 1 2 2 : 2

5. Notdm cu M mijlocul segmentului AB, Atunci Xy = XA ;x = —-%, Ym = Y_A%’ﬁ =

YESYA _ —2-3
XB-XA "3—2

=l. Avem m=

=1, unde m=panta(AB). Fie d mediatoarea segmentului

 427|m




as ‘b c a 2b
Obti +htc=08i =4=4==01-2 =+=—=+c=0,
tinem a Cc $1 4+3+2 l C:>2+3 Cc

Scézand aceste relatii, se obtine %+% S0=Sb= —%a sidin a+b+c=0=¢c =—;—. deci

f(x)=ax’ __-};xz +%x+d, aelRk’, deR.

Observam ca f l =1-§£--l—+-a--l+d=d=f(0),
2 B A 52N DD

¢) Deoarece functia f este derivabila, deducem ci f este continud. Conform teoremei de
1
medie pentru integrala Riemann, 3 c € (0, 1) astfel incat If(x)dx =(1-0)-f(c)=f(c).
0
Aplicim in continuare teorema lui Rolle:
£(0)=£(c)=3 ¢, (0, c) astfel incét f'(c;)=0
f(c)=£(1)=3 ¢, €(c, 1) astfel incat f'(c,)=0
Avem (0, c)n(c,1)=@=>¢, #¢,, deci ecuatia f'(x)=0 are cel putin doua solutii in
. intervalul (0, 1).
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