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ALGEBRA SUPERIOARA

1. Legi de compozitie pe o multime. Parte stabila

Breviar de teorie

Lege de compozitie

Definitie. Fie M o multime nevida. Se numeste /ege de compozitie (sau operatie
algebrica) definita pe M, o aplicatie @ : M x M — M, care asociazi fiecirei
perechi (x, y) € M x M, un unic element @(x, y) € M.

Observatii:
1. Elementul @(x, y) se numeste compusul lui x cu y.
2. In general, operatia ¢(x, v) se va desemna printr-un simbol special: *, o,
T,1,®, @ etc. De asemenea, se poate utiliza notatia aditiva (+) sau notatia
multiplicativa (+).

Parte stabila

Definitie. Fie M o multime nevida si,,o” o lege de compozitie pe M. O submultime
nevidd H ¢ M se numeste parte stabild a lui M in raport cu operatia ,,o”, daci
pentru orice x, y € H, rezulticaxo y € H.

Observatii:
1. Numele de ,,parte stabila” pentru o submultime A a lui M in raport cu
operatia .o~ precizeazd cd dacd x, y € H, atunci si compusul lor x o y rimane
in H.
2. Daca H este o parte stabild a lui M in raport cu legea de compozitie ,,0”,
atunci spunem ca (H, o) este o lege de compozitie indusd de legea de
compozitie de pe M.

Clase de resturi modulo n (Z))
Definitie. Fie un numar n € N*. Dacéd a, b € Z, spunem ca a este congruent cu

a-b
b modulo n si scriem a = b (mod n), daci n | (a - b) saudaci —€Z,
n

Altfel spus: numdrul a este congruent cu numdrul b modulo n, daca si numai
daca dau acelasi rest r, prin impdrtire la »:
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a=nq +r
1 aqpqzare Z,OST'<H.

a=b(modn)= {b=nq2+r

Fiene N*siae Z.

- Restul impartirii lui @ la n se numeste redusul modulo n al numdrului a si
se noteazad a (modulo ») sau a(mod n).

- Notam: g ={be Z|b=a(modn)}.

— A

a=amodn, oricare ar fi a € Z, unde a se numeste clasa lui a modulo n.

* Fie n € N*.

- Multimea Z, ={6, ¥ e n—l} se numeste multimea claselor de resturi

modulo n.
- Pe multimea Z  se definesc urmatoarele legi de compozitie:

el SR AT A8 3+B=a®b;
W2 X2 2, ab=a0b.
Cum pentru orice.a, b € Z, avem g=bh < amodn=bmodn <
a(modn) = b(modn) < n | (a - b) & a = b(mod n).
Decia @ b = (a + b)modn sia ® b = (ab)modn.
in concluzie: a+b=a®b=a+b si ab=aQb=ab.
Tabla unei legi de compozitie

Daci ,,o” este o lege de compozitie pe M, iar multimea M cste finita,
M= {x, x,, ..., X, }, atunci legea poate fi redata printr-un tablou, numit tabla
operatiei ,,o", astfel:

o xl xz ; xj x"
X
R e T e Ty 8K ool X0y
X
2 | Xp0%, X,0x, ... xzoxj e Xy 00X
X. | X, 0X X. 0oX XA0IX X.0oX
! i 1 i 2 EAn i n
X X oX X oX, X oX. et AYoRY
n n | n 2 n j n n

In acest tabel, elementul x; o x, este situat pe linia / si coloana j.

4



Probleme rezolvate

1. Considerdm multimea M = [2, +c0).
a) Sa se arate ca operatia x o y=xy — 2x — 2y + 6, defineste pe M, o lege de
compozitie.
b) Sa se calculeze numerele @ =2 0 3 si b= (-1) o 4.

Rezolvare:
a) Pentru a demonstra ca legea este o operatie algebrica, trebuie si aritim
cd pentru orice numere x > 2, y > 2, avemx o y > 2.
Scriem echivalent: x o y 22 & xy —2x -2y + 6> 2 Sxy—2x-2y+420
Sx(y-2)-20-2)20e (x-2)(y - 2) =0, ultima inegalitate fiind
evidentd, deoarece x > 2 si y > 2.
b)a=2o3=2-3—2-2—2-3+6=2$ib=(—l)o4=(—1)°4—2'(—1)—
—-2-4+6,deci b=-4.

2. Fie multimea M = {0, 1, 2, 3, 4} si legea ,,o” definita astfel:

xy, dacax<2, y<2
xoy=4qx—1, dacax>2
y—x,dacix<2, y>2
a) Efectudnd tabla operatiei, sa se deduci ci operatia ,,o” determini pe Mo

lege de compozitie.
b) Sa se rezolve ecuatiile: x 02 =4si10x=2,

Rezolvare:
a) Din tabla operatiei, prezentati aliturat, o) RO Dy
deducem ci operatia ,,o” este algebrici pe M.
b) Din tabla operatiei deducem ci: Ol|JORTONEOR I3 5
x02=4=x=2jardinlox=2=>xe {2,3}. 1[0 1 2 2 3
208 274, 1 2
5 li7e 305 ) k)
3. Fie multimea M = [2, 4] c R si legea de compozitie 4.3 3173 31

xXoy=xy—3x-3y+12.
a) Sa se arate ca M este parte stabila fatd de legea ,,0”.
b) Sa se rezolve ecuatiile: x02=3,x€ Msiapoi3ox=3,x€ M.

Rezolvare: '
a) Se observd cd x o y= (x — 3)(y — 3) + 3. Tinand cont ci pentru x € [2, 4],
y€ [2,4],avemcax—3 € [-1, 1]siy€ [-1, 1], deducem ca x-3)y-3) e
€[-1, 1] si in final cd x o y = (x — 3)(y — 3) + 3 € [2, 4]. In concluzie

5




multimea M este parte stabild a lui R fatd de ,,o".
b)xe2=3=2%-3x—-3"2+12=3=x =3=x=3=5= {3}.
3ox=3=3x-9-3x+12=3 = 3 = 3, deci ecuatia are o infinitate de
solutii, adica § = [2, 4].

AAAAA

~

b) Si se rezolve ecuatiile x+4

-

¢) Si se rezolve ecuatia: 2-x+4 =3,

Rezolvare:

a) §+§=2/\+B=§=1-5+0=1-5+0=i-6+6=l’-\()+6=6+6:(ﬂ\0=6.
5.3=7.3=6=1-5+1=1 (deoarece restul impartirii lui 6 la 5 este 1).

b) Studiind tabla operatiei (Z,, +), deducem ca solutia ecuatiei x +4=1 este

x=2; studiind apoi tabla operatiei (Z,, ), deducem ca solutia ecuatiei

dx=1este x=4.
+16 1.5 3 4 s e e R
olF0_ 1 3 34 0lo 0 0 0 0
T =5y 1Foe =t pie geieg
315 3 4 01 gl g A1 -3
3| 3 s =t D e e )
Aol A G ot 7 T ean e o T |
¢) Sx+d=3=x=3-4=3"4=T1=0-1=5-1=4= =4 x=2

Probleme propuse

1. Efectuand tabla operatiei, sd se arate ca operatiile specificate reprezintd
legi de compozitie pe multimea M = {1, 2, 4, 8, 16}.
a) x o y = min(x, »);
b) x o y=c.m.m.d.c.(x, »);
¢) x o y = c.m.m.m.c.(x, ).

2. Efectuand tabla operatiei, sd se arate ca operatiile specificate reprezinta
legi de compozitie pe multimea M= {0, 1, 2, 3, 4},in urmatoarele cazuri:
a) x o y = max(x, »);
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b)xey=|x—yl;
. )Xo y=ux

. Pe multimea M = {1, 2, 3, 4, 5} se considera legea de compozitie ,,0” a
carei tabla este reprezentata alaturat.

a) Sa se determine urmitoarele elemente: o L E 1203 w5
a=103,b=305;c=402;d=504. L2 =g d 5 o
b) Sa se rezolve urmatoarele ecuatii: 24y 55 A3
i)xe3=1; ii)2o0x=4; 33 454 2
iii) x 0 5 = 3; iV} doxaD: :
i 4112 =IF 23
c) Sa se rezolve sistemul de ecuatii: s
Nxoy=4" S5 5552 3 -4
. Pe multimea M= {0, 1, 2, 3} se defineste legea de compozitie x o y = b |

a) Sa se alcatuiasca tabla legii de compozitie.
b) Sa se rezolve ecuatiile: xe3=0si2o0x= 1.

Xoy= 0
c) Sa se rezolve sistemul de ecuatii: yel=0%

. Pe multimea R se definesc urmatoarele legi de compozitie:

xTy=x+ty+lsi xJ.y=g/J_C+%/;—1.
a) Sd se calculeze 8 T 27 si 8 L 27.
b) Sé se rezolve ecuatia: x T 1 =x L 27.

: . _ |xT y=65
¢) Sa se rezolve sistemul de ecuatii: xLly=3

. S4 se arate cd in fiecare dintre urmatoarele cazuri, multimea M este parte
stabild a multimii R, in raport cu legea de compozitie specificata:
aA)yM=2Z,xoy=x+y-3;
byM=N,xoy=|x—y;

c) M=[-5, +e), x 0o y=xy + 5x + 5y + 20;
d) M= (-3, +),x 0 y=xy+3x+ 3y +6;
e)M=(1,400),x0y=xy—x-y+2;
fyM= (2, +o0),x 0o y=xy—2x -2y +6.

. Sa se arate cd in fiecare dintre cazurile urmatoare, multimea M este parte
stabild a multimii R, in raport cu legea de compozitie specificata:

a) M= (-1, 1), xoy—l‘+);

g
by M = O,I,xor=——: :
) L . 2xp—x— p+l
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