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Cuvant-inainte

In prima parte a lucrarii noastre intitulata ,,Matematica. Teme suplimentare
pentru clasa a V-a — Semestrul I“, am abordat capitole necesare unei intelegeri
unitare a matematicii, dar gi a aplicatiilor acesteia in alte domenii.

Trecerea din scoala primara in gimnaziu i trecerea din gimmnaziu la liceu
reprezinta doud praguri in formarea oricarui elev.

Ne referim la noul colectiv de elevi, la adaptarea la noile cerinte si stan-
darde, cat si la volumul de informatii, modul de procesare, la importanta actului
educational pe care familia o sustine in acest demers.

Consideram c& actualii elevi au un mod mult mai rapid de achizitionare a
informatiilor, in primul rand datorat mijloacelor electronice, gandesc mai rapid
$i sunt mai spontani fira a fi totdeauna si mai profunzi. Este datoria noastra,
de parinti, de educatori, de a dirija in sens pozitiv aceste cautari in domeniul
cunoasterii, atunci cand acestea exista. In caz contrar, trebuie incercate toate
formele prin care se poate trezi in elev dorinta de a invata. In acest scop tre-
buie sd punem la contributie toate mobilurile posibile: aspiratia spre mai bine,
satisfactia de a produce bucurie parintilor, rusinea de ignoranta, dezvoltarea spi-
ritului competitiv etc.

Ne dorim ca aceasta lucrare sa vina in ajutorul celor ce isi propun sa treaca
de nivelul programelor analitice de matematica, programe care acopera doar o
parte din cunostintele necesare unei intelegeri profunde a matematicii, pentru a
se bucura de frumusete ei si a multor aplicatii in cele mai diverse domenii ale
cunoagterii.

Vom incerca si va determinam in a va construi propriile portofolii, in care
sa adaugati continuu noi probleme interesante, aplicatii diverse si mici incursiuni
proprii de cercetare a unor teme. Gazeta Matematica si alte reviste de specialitate
va vor directiona, va vor sprijini in incercarile temerare de a performa. Sustinem
ideea de a utiliza internetul pentru o rapida informare asupra unor subiecte, a
unor aplicatii ale matematicii in diverse domenii. Nu trebuie uitat ca toate aceste
informatii sunt selectate dintr-o bibliografie specializata. Trebuie sa ne deprindem
cu modul de a selecta cartile in functie de nivelul la care ne aflam, de gradul de
accesibilitate a acestora, de scopurile studiului nostru. S& ne amintim expresia:
,cum este biblioteca aga este si persoana care o poseda“ . Zborul spre adevar este
imposibil in absenta elanului, a patosului dionisiac.

Matematica si poezia au o arhitectura asemanatoare, avand in buna masura
aceeagi esentd, sustine academicianul Solomon Marcus in lucrarea [3]. ,,Poezia este
un amestec de luciditate si vraja. Luciditate inseamna aici organizare a textului la
diferite niveluri. Studiul acestei organizari nu poate fi dezvoltat cu finetea necesara
fara ajutorul matematicii, deoarece organizare inseamna structura, iar structurile
sunt obiectul matematicii.“ [3].

Rezolvarea de exercitii gi probleme poate fi privita ca un joc intelectual,
completarea unui rebus. Relativ la joc, amintim patru trasaturi importante ale
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sale: caracterul agreabil, natura imprevizibila, aspectul problematic si cel strate-
gic. Sunt astfel stimulate diferite tipuri de gandire: logica, probabilisticd, com-
binatoriala, algoritmica, inductiva, analogica, lingvistica etc. Aceste tipuri de
rationamente sunt utilizate adesea de catre copiii de azi, datoritd impactului in-
formaticii in societate. Anumite notiuni pe care noi, adultii, le Invatam in liceu,
copiii nostri le insugesc operand cu acestea rapid si corect. Vom prezenta in acest
sens un argument. Prin anii 1975, la olimpiada de matematica din U.R.S.S, ele-
vii de clasa a V-a au primit din partea comisiei o problema dificila prin care se
facea selectia. In urma evaludrii lucrarilor, comisia de matematica a fost uluita
de numarul mare de participanti care au rezolvat corect problema dificila. S-au
intrebat apoi care este motivul? L-au gasit! Elevii utilizau un alt tip de gandire,
algoritmic, logic, mai suplu decat se astepta comisia. Profesorii din comisie nu
puteau rezolva acel tip de problema la varsta elevilor evaluati. Din acest motiv
credeau ca problema este dificila.

Ne fac o deosebita bucurie, copiii din ziua de azi, care rezolva jocuri de lego
cu o rapiditate demna de invidiat. Acesta este motivul pentru care credem ca nu
trebuie sa franam dezvoltarea intelectului copiilor nostri, ci trebuie sa o sustinem
prin toate mijloacele pe care le avem. invé‘garea continua este necesara pe intreg
parcursul vietii. Acest adevar trebuie perceput de fiecare copil prin exemplul dat
de adulti.

Un expert in rezolvari de probleme, spunea Howard W. Eves, ,,trebuie inzestrat
cu doua calitati incompatibile: o imaginatie neobositd si o staruinta plina de
rabdare“.

Lucrarea noastra incearca sa sprijine o intelegere mai clara a conceptelor, sa
prezinte modele de exercitii rezolvate, sa evidentieze aplicatii ale cunostintelor
asimilate.

Am preferat si dezvoltam dorinta cercetarilor proprii prin generalizari ale unor
proprietati, prin incursiuni in istoria matematicii.

Considerand ca matematica nu este doar un instrument pentru celelalte stiinte,
ci este un act de culturd indispensabil pentru fiecare dintre noi, am prezentat
la finalul lucrarii scurte prezentari ale matematicienilor citati, lansand elevilor
interesati alte dezvoltari.

Lectura manualului, parcurgerea notitelor din clasa, rezolvarea temelor raméan
fundamentale pentru elevi. Materialul nostru speram sa dea o noua lumina, s
deschida directii spre aplicatii, care in anii urmatori de gcoala igi vor arata rolul.
Am ales tipuri importante de probleme pe care le-am analizat i rezolvat com-
plet, propunand apoi lectorului exercitii asemanatoare. Am evidentiat probleme
de numarare din motivele mai sus mentionate. Caracterul agreabil al acestora,
importanta lor in aplicatiile practice, cotidiene, au rolul de a evidentia utilitatea
directa, indispensabila a unor cunostinte de matematica. Dorim ca acest material
sa ajute elevul pentru a ajunge de la nivelul manualului la nivelul problematicii
concursurilor gi olimpiadelor gcolare.

Toate tipurile de probleme selectate, precum si notiunile teoretice prezentate
fac parte din cerintele concursurilor gcolare.
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Am inclus si exercitii propuse in Anglia la selectia elevilor care se prezinta la
interviu, pentru a fi admisi la facultati cu profil matematic.

Se remarca numarul mare de probleme de aritmetica propuse, chiar daca la
liceu, in tara noastra, programa analitica nu mai prevede aceste notiuni, acestea
aflandu-se doar in programa de olimpiada. Este un motiv in plus ca elevii din
gimnaziu sa aprofundeze acest capitol al matematicii. Dorinta noastra, a profeso-
rilor, este ca elevii nostri sa poata performa la oricare din facultatile din Europa
sau din America. Desigur, elevii gi studentii care absolva facultatile din Roméania
este necesar sa aibe aceeagi atitudine pentru studiu.

In lucrare sunt prezentate o serie de exercitii rezolvate, ca model, iar pentru
exercitiile propuse, la sfargitul lucrarii sunt prezentate indicatii si raspunsuri.

Am atasat la final i tabelul numerelor prime mai mici de 10 000.

Invitam cititorul sa incerce rezolvarea, prin efort propriu, a tuturor exercitiilor
si, In cazul nereusitei, sa apeleze la capitolul de indicatii si solutii.

Sugestiile pentru lecturi suplimentare contin surse deosebite, carti de biblio-
tecd, de care nu te poti desparti. Lectura acestora facutd de mai multe ori, la
intervale diferite de timp, iti dau adevarata lor valoare, creaza uneori nostalgii.
Asa cum in literatura exista carti exceptionale, in toate celelalte domenii lucrurile
stau la fel, deci si In matematica.

Este important ca elevul sa se obignuiasca a cerceta singur, a descoperi metode
noi de rezolvare, probleme noi, sd-si puna continuu intrebari. Lucrarea noastra
ajutd in formarea unor deprinderi de lucru independente, in crearea propriilor
portofolii. Aceste portofolii sunt evaluate de cadrul didactic si vor fi completate
si Imbunatatite continuu in anii de gcoala.

Autorii






1. Elemente de aritmetici

Definitii
Un numar natural p, p > 2 se numeste prim daca are ca divizori doar pe 1 i

Exemple
2,3,5,7,11,13,17,19,23, ...
Un numar natural n > 2 care nu este prim se numeste compus.

Ciurul lui Eratostene

Reamintim c& ciur reprezintd sitd. In ciur (sitd) vor rdmane doar numerele
prime mai mici decat n.

Matematicianul alexandrin Eratostene a dat o metoda prin care putem deter-
mina toate numerele prime mai mici decat un numar natural dat.

Metoda este ingenioasa si este utilizata cu eficienta si astazi. Fie n un numar
natural fixat, n > 2. Scriem numerele naturale 2,3,4,5,6,...,n — 1,n. Pastram
numarul 2 gi marcam toate numerele multiplu de 2 care sunt mai mici decat n.
Dupa marcarea numerelor, primul numar nemarcat este 3. El este prim deoarece
nu este divizibil cu 2. Lasam nemarcat numarul 3 gi marcam toti multiplii lui 3
ce sunt mai mici decat n. Unele numere au fost deja marcate fiind multipli de 2.
La urmatorul pas, primul numar nemarcat este 5. El este prim nefiind divizibil cu
2 sau cu 3. Lasam numarul 5 nemarcat si marcam toti multipli de 5. Continuam
procedeul, iar la sfarsit, se va obtine o secventd de numere nemarcate; acestea
reprezintd numerele prime mai mici sau egale cu n. Aceastd metoda de cernere a
numerelor este cunoscuta sub denumirea de ciurul lui Eratostene.

Nota

Pe baza acestui principiu au fost construite tabele de numere prime. In cazul
numerelor mari au fost utilizate calculatoare performante. Astfel, la Los Alamos
Scientific Laboratory au fost determinate in acest fel toate numerele prime pana
la 100000 000. S-a demonstrat, inca din Antichitate, ca sirul numerelor prime este
infinit.

La sfargitul lucrarii sunt date toate numerele prime mai mici decat 10 000.

Exercitii propuse

1. a) Prin utilizarea ciurului lui Eratostene, sa se determine toate numerele
prime mai mici decat 100.

b) Céte numere naturale, nenule m exista cu m < 100 care sunt compuse?
2. Care sunt numerele prime de doua cifre care au suma cifrelor egala cu 57

3. Care dintre urmatoarele numere:
87,111,113, 143,149, 165, 167,279, 281

este prim?



10 Matematica. Teme suplimentare pentru clasa a V-a — Semestrul al I1l-lea

Nota

O metoda care stabiegte prin calcul dacd un numar este prim, constd in
impartirea numarului dat la numere prime, in ordine crescatoare pana cand catul
devine mai mic decat impartitorul.

Daca nicio impartire nu s-a efectuat exact, numaéarul considerat este prim. In
caz contrar, numarul nu este prim.

Exemple: 87 se divide prin 3 sau se imparte exact prin 3. Rezulta ca este
compus. 111 se divide cu 3, deci este compus. 113 nu se divide prin 2, 3, 5, 7, deci
este prim. Nu am verificat alte numere prime mai mari decat 7 deoarece pentru
urmatorul numér prim care este 11 avem 112 = 121 > 113.

Exercitiu rezolvat

4. Un numar prim p se numeste numar prim al lui Sophie Germain, daca
2p + 1 este prim. Sa se determine toate numerele prime p < 100 ce sunt numere
prime ale lui Sophie Germain.

Solutie. Prin verificarea conditiei pentru numerele prime p < 100, vom deter-
mina urmatoarele numere prime ale lui Sophie Germain: 2, 3, 5, 11, 23, 29, 41,
53, 83, 89.

Nota

Sophie Germain a aratat, in anul 1825, cd marea teorema a lui Fermat este
valabild in cazul numerelor prime p pentru care 2p + 1 este prim. Astfel, printre
marii matematicieni care s-au ocupat de marea teorema a lui Fermat, a fost si
Sophie Gemain. Cu ajutorul calculatoarelor s-au determinat toate numerele prime
Sophie Germain mai mici decat 10'°. Numirul acestora este de 26 569 515.

Exercitii propuse
5. Care este cel mai mare divizor propriu al numéarului 360 ?

6. Fie z, y, z numere naturale nenule. S& se arate ca 7 divide 4x 4+ 8y + z
daca si numai daca 7 divide 6z + 12y + 5z.
(G.M.7-8-9 / 2010)

7. Pentru oricare n € N, n > 2, existd p prim pentru care p | n.

8. S& se arate ca:
a) 104 < 280 < 10%

b) Céte cifre are numarul A = 2320 . 52407

(G.M.10 / 2012 )

9. Sa se determine n € N pentru care multimea {a eEN|4-T"<a< 7”+1}
are 146 de elemente.

10. Sa se determine n € N pentru care multimea {a eN|3"<a<2- 3”*2}
are 459 de elemente.

11. Cate cifre au numerele urmatoare scrise in baza 10:
A= (100" —-1):9; B= (1000 —1):9; C = (10.000***" —1) :9.
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12. Puteti scrie numarul 3629 ca suma de puteri de 27
13. Sa se determine n € N pentru care multimea:
{aeN|5" <a<3 5"}
are 9351 de elemente.

14. Fie n € N* gi se definesc numerele A,, = 1234 ... n.
S& se arate cd din 9 | n rezulta 9 | A,,.
(N. Negoescu, G.M. 1970)

15. Puteti scrie numarul 1000003 ca suma de puteri distincte ale lui 2 7
(Mathematics interview questions, England).

16. Sa se arate ca pentru oricare n € N, n > 4, numarul 1!14+2!4-3!+4!4. . .4n!
nu este patrat perfect.
(Mathematics interview questions, England).

17. Fie numarul M =1-3-5-7-9-11-13-17-19--- 2013 produsul numerelor
impare mai mici sau egale cu 2013 care nu sunt multiplu de 5. Care este ultima
cifra a lui M 7

(Concursul LuminaMath, Editia a XVI-a, Etapa a II-a)

v

18. a) Fie m € N* gi considerdm numerele M,, = a1a2a3...aml4n. Sa se
determine numerele n pentru care 64 | M, .
b) Stiind ca literele sunt cifre ale sistemului zecimal, sa se determine din ega-
litatea:

MATH + WORK = 10*
(Concursul LuminaMath, Editia a XVI-a, Etapa a II-a)

Exercitiu rezolvat

19. Fiind date numerele prime diferite pi,ps,ps,ps, numerele naturale
w=pit - pstpse - pit, y = pi' - p5 -py® - Py, unde a1, a,as,as, by, by, bs, by €N,
atunci (x,y) - [z,y] =z - y.

SOlUﬂ@. (.’13‘7 y) _ pTin{al,bl} . p;nin{ag,bg} . pgnin{ag,bg} . pzrlin{a4,b4};
[1‘, y] _ pllnax{ahbl} . pglax{a27b2} . pg]ax{a3,b3} . pmax{a4,b4}.
Cum min {ag, bx} + max{ag,br} = ar + b , 1 <k <4, atunci deducem ca:

min{ai,b; }+max{ay,b1} pmin{ag,bz}-i-max{az,bg} pmin{ag,bg}—i—max{ag,bg}
- Dy - s .

(xvy) : [I,y] =P

omin{as,bs}+max{as,ba} _  a1+b1  az+bz  as+bs
Py — P 2 3

pytt . pgrthe L pgethe L plitht — gy,

Dupa descompunerea numerelor z, y in factori primi, am ,fortat“ scrierea lor
ca produse formate din aceeasi factori primi punand, unde era cazul, exponentul
Z€ro.

Nota

Proprietatea are loc pentru oricare pereche de numere naturale si invitam

cititorul sa deduca o demonstratie analoaga cu cea prezentatda mai sus.
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Exercitii propuse
20. Pentru a,b € N* [a,b] =420 si a - b = 12600. S& se determine (a,b).

21. Consideram sirul (ay),, definit prin a,, = n(n + 1) pentru oricare n € N*.

a) S& se scrie primii zece termeni ai girului.

b) S& se determine cel mai mare numéar natural d care divide toti termenii
girului (ay),,.

22. Consideram girul (b,),, definit prin b, = n(n + 2) pentru oricare n € N*.

a) S& se scrie primii zece termeni ai girului.

b) S& se determine cel mai mare numéar natural d care divide toti termenii
sirului (by,),,-

23. Consideram sirul (c,),, definit prin ¢, = n(n+ 1)(2n + 1) pentru oricare
n € N*.

a) S& se scrie primii cinci termeni ai girului.

b) S& se determine cel mai mare numéar natural d care divide toti termenii
sirului (cp),,-

24. Consideram sirul (a,,),, definit prin a,, = n(n+1)(2n+34) pentru oricare
n € N*.

a) Sa se scrie primii doi termeni ai girului.

b) S& se determine cel mai mare numéar natural d care divide toti termenii
sirului (a,),,-

Exercitii rezolvate

25. Problema inmultirii iepurilor. Matematicianul italian Leonardo
din Pisa (cunoscut si cu porecla Fibonacci), in lucrarea sa ,Liber Abbaci,
publicata in anul 1202, propune urmatoarea problema:

Cate perechi de iepuri maturi se nasc dintr-o pereche dupa 12 luni, daca fiecare
pereche da nastere unei singure perechi; perioada de gestatie este de o luna iar
fiecare pereche devine matura dupa o luna?

Solutie. Vom numara deci in fiecare luna perechile de iepuri maturi. Vom crea
tabelul urmator in care perechile mature le notam cu M, iar perechile nou nascute
cu n, numai pentru primele cinci luni:

1 2 3
M M M
n M

n

SIS
3I3IIZTEZEE

Vom obtine primii 5 termeni: 1, 1, 2, 3, 5.
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Seobservaca2=1+1,3=2+1,5 = 3+2. Continudd completarea tabelului
vom otine: 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144. Vor fi 144 de perechi de iepuri
maturi dupa 12 luni.

26. Din problema precedenta s-a creat, apoi s-au studiat proprietati ale girului
lui Fibonacci (F),),,~; definit astfel:

F1 :1, FQZ]., Fn+2:Fn+1+Fn, VTLZ 1.

a) Din modul de definire al sirului s se verifice primii 12 termeni.
b) S& se scrie primii 20 de termeni ai girului lui Fibonacci.

¢) S& se verifice ca: 5 | F5, 5| Fio, 5| Fis, 5 | Fao.

d) Pentru diferite valori deja calculate, si se verifice ca F, | Fy.k, unde n, k
sunt naturale, nenule.

e) Pentru diferite valori calculate ale termenilor sirului Fibonacci, si se verifice
relatia: (Fp,, Fy,) = Fy, unde d = (m, n).

Solutie. a) Fs=Fo+Fy, =141=2 Fy=F3+F,=2+1=3;

Fs=F,+F;=34+2=5,..., F15=F + Fy=144.

b) 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, 610, 987, 1597, 2584, 4181,
6765.

¢) Fs = 5:5, Fio = 555, Fi5 = 610:5, Foy = 6765:5.

d) F3 | Fs deoarece F3 =2 i Fs =8, 2| 8; F5 | Fy, deoarece Fg = 34 i 2 | 34.

e) De exemplu, (Fg,FG) = (21,8) =1= FQ, (F12,F9) = (144,34) =2= F3.

Nota

Uneori, se pornegte in definirea sirului lui Fibonacci de la termenul Fy pe care
nu l-am definit. 11 vom defini astfel: Fy = Fy + Fpy, de unde deducem Fy = Fr — F)
sau Fy = 0.

Astfel, vom putea defini sirul lui Fibonacci: Fo =0, F} =1, F,10 = Fi 1+ Fy,
Vn >0.

Invitam cititorul de a cauta pe internet revista canadiana , Fibonacci Quar-
terly“.  Acestd revistd impresioneaza prin bogatia de proprietati care au fost
deduse relativ la sirul lui Fibonacci sau la sirul lui Lucas. Credem ca este o vi-
itoare sursa pentru cititori, de a studia ceea ce s-a publicat si o invitatie de a aduce
noi contributii pe acest filon.

Exercitii propuse
27. Sa se verifice ca oricare numéar natural m, unde 1 < m < 30, se scrie ca
suma de termeni distincti ai sirului lui Fibonacci.
28. Se considera sirul lui Fibonacci definit astfel:
=1 Fy,=1, F,io=F,1+F,, Vn > 1.
a) S& se scrie primii 12 termeni ai girului.

b) Sa se arate cd prin suma oricaror opt termeni consecutivi ai girului nu este
un termen al girului.
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c¢) Sa se determine doi termeni ai sirului pentru care F,? = k2

Exercitiu rezolvat

29. Se considera sirul lui Lucas (Ly),,~, definit astfel: Lo = 2, L; = 1,
Ln+2:Ln+1+Ln7vn20~ -
a) S& se scrie primii 12 termeni ai girului lui Lucas.
b) S& se verifice relatiile:
) L2 =202, — [2 4202,
ii) 2502 =2L2 ,; — L2 +2L2_,, pentru 1 <n <9.
(pct. b) reprezintd pe caz particular problema B-1044 din revista ,Fibonacci
Quarterly“, Nr.1/2008-2009 propusd de Paul Bruckman, Sointula, Canada).

Indicagie. a) 2, 1,3, 4,7, 11, 18, 29, 47, 76, 123, 199.
b) Pentru n =1,
i) [3=12=1,2L3-L3+2L3=2-12-12+2-02°=2-1+4+0=1;
ii) 25F% = 25, 2L3 — L} + 2L3 = 18 — 1 + 8 = 25. Analog se verifica
celelalte egalitati.

Nota

Va imaginati, ca autorul problemei nu a enuntat afirmatia plecand de la cazuri
particulare. Noi am facut acest traseu pentru a va apropia de aceste giruri intere-
sante i a va invita sa le studiati in anii care urmeaza la un alt nivel de intelegere.

Scriind primii 12 termeni ai girului lui Fibonacci am observat ca se divid cu
5 termenii: Fy = 5, Fig = 55. In cazul girului lui Lucas, din primii 12 termeni,
niciunul dintre ei nu se divide cu 5.

Oare avem posibilitatea de a folosi un aparat matematic, usor de inteles, care
sa ne ajute In acest moment?

Divizibilitatea va putea fi studiata mai elegant si mai rapid cu ajutorul con-
gruentei modulo m.

Matematicianul german Carl F. Gauss, in anul 1801, publica la varsta de 24
de ani, celebrul sau tratat: ,,Cercetari matematice“.

Gauss introduce notiunea de congruentd modulo m pe multimea numerelor
intregi Z, multime pe care inca nu am studiat-o, dar urmeaza sa o studiem curand.
Vom incerca sa rezolvam problemele propuse mai Inainte si, de ce nu, si altele
dificile cu ajutorul relatiei de congruenta modulo m utilizata doar pe multimea N
cunoscuta noua pana acum.

Fie m € N*. Vom spune cad doua numere naturale a, b sunt congruente
modulo m si scriem a = b (mod m), dacd a, b dau acelasi rest la impartirea
prin m. Aceasta revine, prin utilizarea teoremei impartirii cu rest, la a scrie:
a=m-q+r,b=m-q +r,unde r,q,q1 € N, r < m.

Exemplu
Sa considerdm modulul m = 5. Avem 7 = 2 (mod 5) deoarece 7 =5-1+ 2,
adica 2 reprezinta restul impartirii lui 7 prin 5.
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Analog, 144 = 4 (mod 5) deoarece 144 = 5 - 28 + 4, adica 4 reprezinta restul
impartirii lui 144 prin 5.

Exercitiu propus

30. Sa se determine numarul natural r pentru care au loc urmatoarele
congruente:

a) 53 =r (mod 5); b) 78 =7 (mod 5); ¢) 56 = r (mod 10);
d) 233 =7 (mod 10); e) 256 = r (mod 11).

Exercitii rezolvate

31. Dacim € N*gia =71 (mod m), b=ry (mod m) atunci a+b = ry +ro
(mod m), dacd r1 + ro < msau a+b=ry +ry —m (mod m), daca r + 12 > m.

Solutie. Aplicim teorema Tmpartirii cu rest: a = m-q; +r1, 0 < r; < m,
b=m-q2+ 13, 0 <17y < m. Prin adunarea celor doua egalitati obtinem:

a+b=m- (g1 +q)+ (r1 +72).
Daca r1 4+ r9 < m, atunci din unicitatea restului si catului rezulta:
a+b=ry+ry (modm).

Daca r1 + ro > m, din inegalitatile 71 < m gi ro < m avem r; + ro < 2m,
de unde r1 + 19 — m < m, unde de fapt restul impartirii lui r; + ro prin m este
L+ 719 —m.

Rezultda a +b=r; + 19 — m (mod m).

Exemple

1) 7=2 (mod 5), 21 =1 (mod 5) atunci 7+ 21 =2+ 1 (mod 5) sau
28 =3 (mod 5). Avemry =2, ro=1,7r1 +7r9 <5.

2) 8 = 3 (mod 5), 19 = 4 (mod 5), atunci 27 = 2 (mod 5). Avem r; = 3,
ro =4 8iry+ro =7 > 5, deci vom considera 11 + ro — 5 = 2 ca fiind restul
impartirii lui a 4+ b prin 5.

Mai precizim ci pentru a € N, 5 | a < a =0 (mod 5). Intr-adevir, 5 | a daci
si numai daca restul impartirii lui a prin 5 este egal cu 0.

Cu aceste noi ,,arme* cu care suntem inzestrati sa revenim la problema propusa
privind divizibilitatea prin 5 a termenilor din sirurile lui Fibonacci si Lucas.

32. a) Sa se determine numerele cu care sunt congruente primii 26 de termeni
din girul lui Fibonacci (Fn)nZO yFo=0,F1=1,F,0o=F,1+F,,n>0

b) S& se determine numerele cu care sunt congruente primii 26 de termeni din
sirul Iui Lucas (Ly,),,~¢, Lo =2, Ly =1, Lyy2 = Lyy1 + Ly, V. > 0.

¢) Considerand pentru fiecare din girurile date, sirurile formate din numerele
cu care sunt congruente modulo 5, sa se determine periodicitatea acestor siruri.

d) Sa se deduca toti termenii din sirul lui Fibonacci care sunt divizibili cu 5.
e) S& se arate ci niciun termen din girul lui Lucas nu se divide cu 5.





