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Prefata

Imi place sa reafirm, ori de cate ori am ocazia, cd Gazeta Matematica este
un monument al culturii romanesti. Nu numai pentru cd apare neintrerupt din x)
1895 si nici macar razboaiele mondiale nu i-au oprit prezenta in viata elevilor, v

dar o pleiadd intreagd de intelectuali romani, nu neaparat deveniti mateffid=

ticieni, si-au facut ucenicia mintii cu problemele Gazetei.

In anii 1920, succesul national al revistei a facut ca diriguikég} sa ia
decizia de a infiinta un supliment cu exercitii accesibil elewil arag de
matematicd. Asa au aparut primele liste de rezolvitori, fa ontinua si azi.

In 2008, inspirandu-ne din ideea inaintasilor, @Ql tintat Suplimentul
Gazetei Matematice. El s-a vrut un accesoriu p elevii cu performante
peste medie si nu neapirat olimpici. in plus) m pretins ca problemele sa

[

Iata ca acum, dupa 10 ani, reah%

destinate elevilor din clasele IV-XII,

fie originale; importanta in Supliment este§uformatia matematica.

%ﬁ ideea a fost excelenta. Cele noua
volume, cu problemele din S
dovedesc acest lucru. SU.I}LC cd vor avea succes si vor fi utile In educatia
matematicd romaneasca @nal am un minunat sentiment de multumire cand

aud ca problemele iment sunt frumoase, utile si creeazd minti ascutite.

v Prof. univ. dr. Radu Gologan
(6) Presedintele Societatii de Stiinte Matematice din Romdania
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Partea |
ALGEBRA

1.1. Folosind descompunerea polinomului x* + xy + »* in corpul numerelor complexe,
aratati ca produsul a doud numere din multimea

M= {m*+mn+n*|mnel} VV
eE

(S:L11.3 @
1.2. Aratati ca se pot alege 4 elemente din Z, astfel incat printre acestea iste

este de asemenea in M.

doua distincte cu produsul i, dar daca alegem 5 elemente din Z; la intaniplare, vor

()
exista totdeauna doua cu produsul 1.
:L11.7.aprilie)

1.3. Fie functia f: Z, = Z,, f (x) = x*, ¥V x € Z,. Determifyti Yoate valorile n > 1
pentru care f este bijectiva.

Q) (S:L11.1.mai)
1.4. Fie G un grup cu 2011 elemente si H o submultimeWevida a Iui G. Stiind cd V x,

y € H= xy € H, determinati card H. v

(S:L11.2.mai)
1.5. Formula dezintegrarii radioactive est C(oe"“ , unde N, reprezinta numarul de
nuclee radioactive la momentul ¢, N, intd numarul de nuclee radioactive la
momentul initial si A constanta%? integrare. Stiind cad cesiul are timpul de
injumatatire de 30 de ani, d indti A (izotopul cesiu 137 este responsabil de

radiatiile de la Cernobal). Ty

(S:L11.4.mai)
1.6. Dati exemplu d p (G, -) cu elementul unitate e pentru care exista un

numar natural n > roprietatea ca ecuatia x” = e are in G mai mult de » solutii.

(S:L11.1.iunie)
1.7. Determin&e polinoamele, de grad cel mult doi, ireductibile In Z;[X].

w (S:L11.5.iunie)
1.8. FQ} " si G=(—c, c). Definim pe G legea de compozitie ,,o” datd de

Xoy= .
¢
c

E ’Arétagi ca (G, o) este grup abelian.

(S:L11.4.iunie)
1.9. Indicati trei numere complexe zi, z,, z3 pentru care z; +z, + zz =01iar |z |, | z2 |,

| z3 | sunt trei numere naturale consecutive.
(S:L11.4.octombrie)
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1.10. Aratati ca existd o infinitate de perechi (a, ) cu a, b € R \ QQ pentru care

a’ € Q.

(S:L11.6.0octombrie)
1.11. Urmele lasate la franarea completa a unui automobil au aratat ca franarea s-a
facut pe o lungime de 120 metri. Se stie ci deceleratia automobilului a fost de 20 m/s”.
Ce viteza avea automobilul Tnainte de franare?

1.12. O minge este aruncatd vertical de la sol cu viteza de 100 m/s. Car
inaltimea maxima la care ajunge? (Nu se considera frecarea cu aerul).

(S:L11.8.
1.13. Gasiti un numdr natural x cuprins intre 1 §i 166 care sd aibd pzOpgietdtea ca
29x — 1 este un multiplu al Iui 167 (adica sd se calculeze inversul l@ in grupul

multiplicativ Z,,).

1.1.noiembrie)
1.14. Care este probabilitatea ca alegand doud elemente 12 suma lor sa fie

inversabila.
(S:L11.7.noiembrie)

9
1.15. Aratati ca multimea numerelor naturale de 1? n+Im* myn e Z impreuna
0

cu operatia de inmultire formeaza un mono@ poate folosi o descompunere in
factori complecsi.)
(S:L11.8.noiembrie)

1.16. Polinomul f = aX’ — aX* + —;z!e R[X] are toate radacinile reale si strict
pozitive. Aritati ci b* > 3ac.
Nicolag-Botbacut si loan Serdean, Orastie (S:L11.3.decembrie)

1.17. Exista o lege de compoxn¥ ,,*” pe R cu proprietatea ca pentru orice x, y € R cu
x <y,avemx < x * y&

Q (S:L11.7.decembrie)

1.18. Rezolva@ 7 e ecuatia (n +5)x =(n + ?) ,unde n € N.
lon Pistrila, Oravita (S:L.11.8.decembrie)

1.19. C e@subgrupurile grupului (Zag12, +)?

N

(S:L12.2.ianuarie)
te polinomul p = X* +1 ireductibil in corpul Z;?

(S:L12.4.ianuarie)
.21. Care este probabilitatea ca intr-o clasa cu 26 de elevi niciunul sa nu fie nascut in

‘ ’Z lunile decembrie sau ianuarie? Gasiti o modalitate de a calcula aproximativ acest

. . . 1Y o
numadr, folosind faptul ca pentru » suficient de mare (1+—j este aproximativ ,.e”
n

adica aproximativ 2,7.
(S:L12.6.ianuarie)
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1.22. Notam prin r, respectiv ¢, modulul si argumentul numarului complex z = x + iy.
Care este ecuatia n coordonate x, y din planul cartezian al relatiei » = cos #?
(S:L12.7.ianuarie)
1.23. Ecranul unui computer este descris de multimea de pixeli 4 = {(n, m) | 1 < n,
m < 2012}. Care este probabilitatea ca alegand la intamplare un pixel acesta sa aiba
componentele patrate perfecte? x)

(S:L12.8.ianuari Vy
1.24. Pe multimea 7Z se considera legile de compozitie definite prin: x o y = x +

+a+3bsix Ly=x+y—2a+ 6b,pentruoricex,y € Z,a, b € Z.
a) Aratati ca (Z, o) si (Z, 1) sunt grupuri comutative. (é
b) Aritati ca cele doud grupuri sunt izomorfe. C}

Georgeta Burtea, Alexandria ($*L12.1.februarie)
1.25. Determinati suma coeficientilor de ordin impar ai polino 1@ daca

pX) = X(X* - 1)(X* - 9)(X*-16). %
S:L.12.4.februarie)

1.26. Folosind eventual radicinile ecuatiei z* — z + %glaﬁ ca produsul a doua

numere ce pot fi scrise sub forma n” — nm + 2m* ,gun este de aceeasi forma.
(S:L12.7.februarie)

1.27. Fie grupul (G, ), G = {a, b, ¢, d, e, f} @Z atd -c=b,b-a=d,c-a=e,
b - ¢ =a. Scrieti tabla de operatii a acestui
euberger, Baia Mare (S:L.12.2.martie)

1.28. Se considera un grup multiplicdtiv (G -) in care are loc implicatia
X=>y=z
Demonstrati cd G este grup‘a.b i x’#e,Vxe G\ e}
Tamara Pele, Sebisg, Arad (S:L.12.2.aprilie)
1.29. Polinomul f= X 201 12 are radacinile complexe z;, k=1, 2, ..., 2012. Aflati
valoarea expresiei: ‘&
2012 1
kfl Xk -1

(S:L12.9.aprilie)

icienti reali sa aibd toate radacinile reale si distincte. Reduceti la acest caz
analoagi pentru polinomul cu coeficienti reali g = X ° + pX* + 2.
(S:L12.10.aprilie)
% Aratati ca oricare ar fi doud numere intregi neconsecutive existd n > 2, numar
Qhatural, astfel Incat ele sa fie egale in Z,. Ce se intampla daca sunt consecutive?
Romanta Ghita si loan Ghitad, Blaj (S:L12.1.mai)
1.32. Care este cea mai mare valoare posibild a determinantului unei matrice de ordin
3 cu elemente din Z3?

(S:L12.5.mai)
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1.33. Gasiti numerele reale x € (0, 27) astfel incat
ctgg(l — oS nx) +sinnx < \/g

pentru orice numar natural 7.
(S:L12.8.mai)

P k .
1.34. Calculati I I cos , unde z este un numar natural nenul. V
k=1

I
2n+1 v
(S:L12.10.mai

1.35. Fie P un polinom cu coeficienti intregi cu proprietatea ca P(x;) = 1 pentm@
numere Intregi distincte x;. Putem avea P(n) = 2012 pentru un numar intreg
(S:L12.4& brie)
1.36. Demonstrati ca pentru orice n > 1, cos I +cos2 + ... +cosn<0,35. 9
%ctombrie)

(S:L1
1.37. Rezolvati in multimea numerelor naturale prime ecuatia:

X +y + 13 =xyz. QL
Marian Cucoanes, Mara /L.12.10.octombrie)

1.38. Folosind descompunerea polinomului X * + 1 inA, ati ca produsul a doua
numere naturale ce se scriu ca suma de doua pu:[sri ap

este de aceeasi forma.
‘ . (S:L12.3.noiembrie)

ale unor numere naturale,

1.39. Rezolvati in Z;; sistemul: %
X+ )V— 6
5 +hz-3.
- 5,3

dra Dragomir, studenta, Sibiu (S:L12.1.decembrie)

a l-a

1.40. Fie M multim icelor de forma ( j, unde a € R.

a l-a
a) Aratatj ste parte stabild in raport cu inmultirea matricelor.
b) Aratati'§a In M existd o infinitate de elemente neutre la stdnga si nici un

element neWa dreapta.
(S:L13.31)

14 , -) un monoid comutativ finit. Se noteaza cu a produsul elementelor

1
a) Aratati ca dacd x, y € M si xy este simetrizabil, atunci x si y sunt
etrizabile.

v b) Aratati cd daca a este simetrizabil, atunci M este grup.
‘ ) (S:L13.32)
1.42. Fie p un polinom monic (cu coeficient dominant 1) cu coeficienti reali, de grad
n > 1. Stiind ca pentru orice k=0, 1, ..., n avem p(k) :% , determinati p(n + 1).
+
(S:L13.37)
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1.43. Fie 4 un inel in care a* = 0 pentru orice @ € A. Aritati c¢i 2abc = 0 pentru orice
a,b,c e A.

Daniel Stoica, Canada (S:L13.75)
1.44. Fie f: R — R o functie de doua ori derivabild astfel incat graficul ei contine trei

puncte coliniare. Aratati ca derivata a doua se anuleaza in cel putin un punct.
Folclor matematic (S:L13.112) x)

1.45. Consideram polinomul cu coeficienti complecsi E v

f=aX +bX*+cX+d,b+c#0,a#0,

. . . a+d
cu toate radacinile de modul 1. Demonstrati cd numarul este real.

b+c
Oana Turcu, Bucuresti ( 13.116)

1.46. Aratati ca f'= (X" —3)" — X — 3 este reductibil in Z[X] pentru Cé N n>2.

Aurel Dobo 0j (S:L13.152)
1.47. Daca p este un numar prim, iar x, y, z numere intregi %netatea cap,x—y,
¥ —z $i z—x sunt prime intre ele doud cate doua, aratati ca
E=x-y)"+@- Z)” +(z

se divide cu p(x — y)(y — z)(z — x).
Wm Buicd, Ciacova (S:L13.155)
1.48. Se considera polinomul C)

feClX], f=X"+X" ")+ X*+X+1,neN,

cu radacinile x;, k£ =1,2n . Determinei N astfel incat Z ]
+ xk

Carmen OZarzu, Timisoara (S:L.13.158)

1.49. Aratati ca 4 arctg w =T
239 4
(S:L13.233)

1.50. Aratati ca atrlcele inversabile 4, B € . # ,(C) verifica relatia
AB + BA=0,,
1

atunci nunig tural nenul # este par.
(S:L13.234)
1.5L ti numarul (2° +3° +4° =3 - 24 )’ sub forma @’ + b’ + ¢’ — 3abc, cu a, b, ¢
naturale.
(S:L13.239)
. 4 2 .
?7.52. Fied=|,  |€ Zs Calculati 4", n € N.
2 2
(S:L13.312)

1.53. Pe multimea N* x N’ se defineste operatia (a, b) * (¢, d) = (ac + 5bd, ad + bc).
Fie multimea S= {(u,v) e N x N' |’ —5/* = 1}.

Teme Supliment Gazeta Matematica. Clasa a Xll-a | 15
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Partea a ll-a
ANALIZA MATEMATICA

2.1. Se considera functia f: R - R, f(x) = 1 +x + x> + ... + x**'" pentru orice x € R. x)

Daca F(x) =jf(t)dt , aratati ca F(1) > 3. v

(S:L11.
2.2. Fief: [0, 1] = R definita prin /' (x) =a~/x , unde a este un paramet
ce valori ale lui @ volumul corpului obtinut prin rotirea graficului i axei Ox
;I 11.

(paraboloid) este 1?
C? 8.aprilie)
2.3. Folositi argumente de calcul integral pentru a rezolva u%o ea problema: un

mobil se deplaseaza de la momentul 7, =0 la momentul t> incat acceleratia sa

este a(f) = 27 — 1 pentru orice timp . Stund ca 1t1ala este de 10 m/s,
determinati spatiul parcurs dupa 2 ore.
(S L11.10.aprilie)

2.4. Exista functii f': {O W}—) R, dlscg;f ue/in toate punctele —cuneN,n>

1
Eom ?V
>2012 si j F(x)dx=2011? @

(S:L11.3.mai)

2.5. Aritati ca X @g
(S:L11.7.mai)

2.6. Deterrm% donatele centrului de greutate al domeniului din plan D =

={(x,»)|0<ygmnx, x € [0, w]}.
(S:L11.8.mai)

2.7. inati functiile integrabile f/': R — R, pentru care f (x) =J'tf (t)dt, pentru

0
@x e R.
(S:L11.9.mai)
Q 2.8. Calculati I tg xdx .

(S:L11.2.iunie)
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2.9. Prin N(f) notdam numarul de pastravi dintr-un rau, timpul fiind masurat in
saptamani. La momentul ¢ = 0 populatia de pesti este atacatd de un virus, astfel Incat
legea de scadere a populatiei este N (f) = — 2 \/W . Dupa cate saptdmani mor toti
pastravii din rau?
(S:L11.3.iunie)
2.10. Aratati ca exista cel putin 2011 functii f: [1, ) — R continue astfel Incat V

1ggj f()dt=1. év
(S:L11 e
O

2.11. Exista functii continue si strict crescatoare f: [0, 1] — R cu proprieta

[ =200 0 =05if () =12 hadil

:L11.10.iunie)

2.12. Este functia f: R — R definita prin formula f'(x) = entru orice x numar
real) continud?

(S:L11.2.octombrie)

I,
2.13. Fie f: R — R o functie derivabila. Fie M xovn punct in plan ce nu apartine
graficului functiei si A(x,, f(x,)) punctul defpe grificul lui f cel mai apropiat de M.

Aratati ca:

=V

(S:L11.9.0ctombrie)
2.14. Doua varfuri consecufige ale unui trapez au coordonatele (— a, 0), (a, 0) (a > 0)
iar celelalte se gasesc pe r&ml de ecuatie x* + y* = ¢”. Care este aria maximi a
unui astfel de trapez?

fie de forma p( 2x + g(x) sin 2x, unde p, ¢ sunt polinoame de gradul 1.

(S:L11.4.noiembrie)
2.16. ertpinati o primitiva a functiei f/: R — R, definita prin f'(x) =‘ x = 2x—1| ‘ .

(S:L11.10.octombrie)
2.15. Calculati gavé a functiei /: R — R, f(x) = x cos 2x, stiind ca ea trebuie sa

(Sf (S:L11.5.noiembrie)
. Care este legea de miscare s : [0, ) — R a unui mobil daca acceleratia sa la
mentul ¢ este a (f) = ¢ sin ¢, pozitia initiald este s (0) = 0 iar viteza initiala v (0)

este a > 0?
(S:L11.6.noiembrie)

1 n

2.18. Demonstrati cd lim al
ey x"+1

dx =0, folosind criteriul majorarii.

(S:L11.9.noiembrie)
26 I Teme Supliment Gazeta Matematica. Clasa a Xll-a



2.19. Exista functii nenule f: (0, ©) — (0, o), marginite si derivabile, astfel Tncat
pentru orice x € (0, ©0) sd avem [ (x) > x - f(x)?

G.A. Selnita, Mintia, Hunedoara (S:L11.2.decembrie)
2.20. Determinati primitivele functiei

£1(0,) > R, £(x) =+

x(1+x") x)
Costel Bolbotina, Baile Herculane (S:L11.9.decembrie v

arcsmxdx’ unde x € (0, 1).

2
X

2.21. Calculati I

2.22. Aratati ca sirurile definite prin relatiile:

1 1
I, =Ix"dx siJ, =I(/;dx v :
e e
tul

sunt convergente. Calculati limitele lor si interpretati geometrig r

(S:Lll.li{e&@e)

(S:L12.1.ianuarie)
2.23. Folosind eventual faptul ca functia continua d rin g(x) = sin x* are

X

primitive, determinati derivata functiei /: R — R-ﬂ%idve x) = I sin#’dt .

X

(S:L12.3.ianuarie)
2.24. Determinati primitivele functiei f : , definita prin f (x) =| x—|x—1] |

g); (S:L12.5.februarie)
€

rivabild cu proprietatea /(1) =151 0 <f " (x) <

pentrux € R.

2.25. Fie f: [0, 11— [0, 1] o fi
I ,VneNlN.
2

1 pentru orice x € [0, 1]. Alg$:.
1
@} "F(x)dx =
0 n+

G.A. Selnita, Mintia, Hunedoara (S:L12.6.februarie)
2.26. Se consi nctia f: [0, o) — [0, ) bijectiva si strict crescatoare cu /(0) =0
4
sif(2) = 3.&onstra§i ca I N (x)dx>2.
3

(S:L12.1.martie)
2. ti functiile continue f': [0, o0) — (0, ©) cu proprietatea:

le' froa .

xj f(0)dt

pentru orice x > 0.
Nicolae Musuroia, Baia Mare (S:L12.5.martie)
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2.28. Functia /: R — [0, o) verifica relatia (f o f)(x) = f (x) — €', pentru orice x € R.
Poate avea fprimitive? Justificati raspunsul.
Nicolae Musuroia, Baia Mare (S:L.12.6.martie)
2.29. Fie M multimea functiilor /: [0, 1] — [0, 1] cu proprietatea ca f(0) =0, /(1) =
= 1. Construiti un exemplu de functie din multimea M, cu proprietatea ca volumul
corpului obtinut prin rotirea graficului functiei in jurul axei Ox este mai mic decat V

1
00 Nag
(S:L12.7.apsi
2.30. Fie M multimea functiilor /" : [0, 1] — [0, 1] cu proprietatea ca fg( 0,
f (1) = 1. Aratati ca existd macar un element in multimea M pentru & umul

corpului obtinut prin rotirea graficului functiei in jurul axei Ox este mai e decat
1

T—— ; )
2012
Q :1.12.8.aprilie)

2.31. Calculati aria domeniului din primul cadran mév@de hiperbolele y =—,
X

2 .
y== sidreptele y =x, y = 2x. 9
x

QE | (S:L12.2.mai)

1
2.32. Dacaf: [0, 1] = R este o functie @mé cu 6I f(x)dx =5, aratati ca exista

0

a € (0, 1) astfel incat f'(a) = a(a +
Florin Rotaru, Focsani (S:L12.4.mai)

2.33. Aratati ca existd o unr”aﬁ fuhgtie /1 R — R ce satisface relatia f * = fpentru care

f(0)=1.
(S:L12.2.septembrie)
2.34. Consideram Itrme formatd din 101 numere din intervalul (1, e¢). Aratati ca

5

existd doud dint a, fie ele x, y, astfel incat:
| xIny —yln x| <——xy.

100
<§ (S:L12.3.septembrie)
Z.Iﬁi n e N si functia definita pe R prin f,(x) :Z|x—k|. Daca F, este o

k=0
%tivé a functiei f,, calculati:

C) AR AU ACEACY

n— n X—>0 x2
Dan Negulescu, Braila (S:L12.6.septembrie)
2.36. Fie f': [0, 1] &> R o functie care admite primitive si F o primitiva a sa cu
F(1) = 0. Aratati ca existd ¢ € (0, 1) astfel incat (¢ + 1)F(c) + ¢f (c) = 0.
Carmen Botea si Viorel Botea, Braila (S:L12.7.septembrie)
28 I Teme Supliment Gazeta Matematica. Clasa a Xll-a



2.37. Folosind monotonia unei functii, demonstrati ca:
20127 520137
(S:L12.10.septembrie)
2.38. Fie g, h : R — R astfel incat g este o primitiva a lui 4 si /& este o primitiva a lui
g iarg(0)=h"(0)=2,g " (0)=h(0) = 1. Determinati g si A.
Gabriel Necula (S:L12.3.octombrie) x)
2.39. Calculati

2x —x* =1 éz
dx ,x € (0, ).
jx6—2x5+3x4+2x+1 (0, ) Q

Gabriel Necula (S:L.12.4. e)
2.40. Determinati functiile continue f: R — R cu proprietatea ({

‘(+y

j F(t)dt = j F(0)dt, Qv
O

.7C+y

pentru orice x, y € R. ?
lcu (S L12.5.0ctombrie)
2.41. Fief: [0, 1] — [0, 1] o functie continua $1 zf . Si , Cuxo € [0, 1] este
definit prin:
ax, ” (t)dt
xn+l a 4+l

Studiati convergenta slrulul
Florm Rotaru, Focsani (S:L12.8.octombrie)

2.42. Calculati lirnj&
Vasile Mircea Popa, Sibiu (S:L12.9.octombrie)

2.43. Aratati ca® , definit prin:

Vl

I, =j e dx
o X" +1
este %)n si are limita In 2.

Eugen Radu, Bucuresti (S:LL12.1.noiembrie)
@ olosind eventual o sumd Riemann convenabila, aratati ca:

2()121
Vy Y <121
‘ =g

2.45. Aratati ca:

(S:L12.7.noiembrie)

”_zlxzs</1+x31+f,v)czosiw eN,n>2.
n n

X
1+2—
n
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INDICATII S SOLUTII

PARTEA I. ALGEBRA
1.1. (S:L11.3.aprilie) Fiex, y € M. Atuncix=m* + mn+n*, m,n € Zsiy=p*+ pq + V

. . -1+iV3 §Z§
+¢*, p, q € Z. Radacinile ecuatiei m* + mn + n* = 0 sunt m, , = n(Tl[J .D

—1+i\/§

notam g :T atunci €’ + &+ 1 = 0. Avem x = (m — m;)(m — my), y =

—py)saux=(m—ne)m—-ne),y=(p-qe)lp—qge). Atuncix - y = (m— —qe) -
-(m-ne)p—-qe).Cume’=—1—-¢esi e =—1—¢ rezultd xy en + q) +
+nge’]lmp —€ (n + q) + nq e ] = [(mp — nq) — £(n + q + ng)|[@hg#q) —E (n + ¢ +
+ng)l=(w—ev)(u—ev),undeu=mp—nqg e Zsiv=n-+ ny € Z.Cum ¢ +¢€ =
=—lsice=1rezultixy=u’—uv(e +€)+ee =u2+§ u,ve .

1.2. (S:L11.7.aprilie) Alegem 1,256 si din gbla opWgatiei rezultd ca nu exista

1155 |¢| douadistincte cu pro u% Daca alegem 5 elemente din
1111515106 2 laintamplare, digargce 2-4=1 si 3-5=1, iar Z; are 7
2012141]3]|5| elemente rezyltaCa tel putin unul dintre cele doua cupluri
51513 412 va intra iptre € 5 elemente nenule si vor exista deci
61 6|5|2| 1| totdea elemente cu produsul 1.

r
1.3. (S:L11.1.mai) Pent ?rezulti cd functia /2 Z, — Zo, £ (x) = x* este bijectiva

caci f(ﬁ)if(i) si

Deoarece f( ) | n—i)2=ﬁ2—2ﬁ+i=ﬁ(ﬁ—i)+i=i si f(i):i rezultd ca

= Z,. Pentru n > 3 consideram Z, :{6, i, Q, - n/—\l}

si deci f'nu este injectiva, adica fnu este bijectiva. In concluzie f este

a si numai daca n = 2.
:/11.2.mai) Pentru a ardta ca H este subgrup al lui G este suficient sa aratam
e H= x"' € H. Presupunem ci H = {xy, X,, ..., X,} si fie x € H fixat (deci x = X
tru un anumit j € {1, 2, ..., n}). Elementele xx;, xx,, ..., xx, sunt din H caci H este
harte stabila. Ele sunt distincte doua cate doua (caci xx; = xx; = x; = x; = [ = k).
Q Atunci H = { xxi, xx,, ..., Xxx, } sicum x € H rezultd ca exista i € {I, 2, 3, ..., n} cu
xx; = x, de unde x; = e. Rezultd cd e € H. Atunci exista k € {1, 2, ..., n} cuxx, =e, de
undex;=x'sidecix' e H.CumVx,yc H=>xyc HsiVx e H=x"' € Hrezulta
ca H este subgrup al grupului G. Conform teoremei Lagrange rezultd ca ord H divide
ord G astfel card H divide 2011. Cum 2011 este prim rezulta card H € {1, 2011}.
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1.5. (S:L11.4.mai) La momentul ¢ = 30 de ani, avem N, =%<:>NoeM =%<:>

@e_%@e_4¢>M_m2@m_€2©m_?§_om3

1.6. (S:L11.1.iunie) Consideram grupul multiplicativ G = U (Zs) al elementelor
inversabile din monoidul (Zs, -). In acest grup G = U (Zs) —{1 3, 5, 7} ecuatia x° =1 ‘ x)

are in G solutiile 1, 3,5, 7 adica patru solutii. Deci existd n = 2 cu proprletate
ecuatia x’ = e = 1 are in G mai mult de n =2 solutii.
1.7. (S:L11.5.iunie) Fie f=aX>+bX +c¢,a,b,c € Z3, a £0. Atunc1fest 1bil

peste Z; daca si numai daca nu are radacini in Z;. Cum f —c at‘nm tru ¢ =

A~

-0 :>f(6) -0 = feste reductibil in Z;. Rezultd ca ¢ € {1,

A~

ClyDacac=1=

f(i)io

= f este ireductibil daca §i numai daca {

a=2 a=
. sau
b=1 b=

c=2= feste ireductibil daca si numa

[\)) [\))

Rezultaf =X>+1,f = 2X‘A€§i f=2X>+2X+1.C2) Daci

(i)ié {a+b¢i {a:i
= = _ sau
1

‘% (ﬁ) 0 a+2b#1 b=
a=3  [a=i @ 2
. sau A.Rezultevf X+1,f= 2X%+2 =X +2X+2. Obs. Daca
h=0 h=2
a=0= f=bX + ¢ estegzodtibil, V b, ¢ € Zs, b 0.
2 2
18.@JJL&MMG:’yzgiii?,Vxhye(iGD(xoﬁoz=£i£i?oz=
xXy+c xy+c

< (x+y+z)+ (y+z) c (x+y+z)+xyz

(1).xo(yoz)=xo0 (2). Din (1) si

yz+c® xy+yztzx+c’

2
(2{&/)02)60()/02) Vv x, y,zeG.G2)xoy=c (x+y):c(y+x):yox,

xy+c yx+c’
q&, v € G. G3) Trebuie demonstrat cd 3 e € G astfel incitxce=eox=x, Vx € G.
2
+
ZAvemxoezx,Vxe (= sz@e(czfxz)zo,Vxe G, de unde e = 0.

2
xe+c

Deoarece legea este comutativd din e o x = x, V x € G = e = 0. G4) Trebuie

demonstrat ca V x € G, 3 x' € G astfel incit x o x'=x'ox=e. Dinxox'=x =
A (x+x")

2

- =0 x'=—xe G.Dinx'ox=e=x'"=-—x € G. Din G1, G2, G3, G4
xx'+c¢
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